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Abstract

Dynamics of Quantum Correlations in Gaussian Open Systems

Dinamica Corelatiilor Cuantice in Sisteme Deschise Gaussiene

Serban Suciu

In ultimii ani, studiul corelatiilor cuantice a primit o atentie deosebiti datoritd relevantei
sale pentru fundamentele mecanicii cuantice si teoria informatiei cuantice.

Aceasta teza analizeaza degradarea corelatiilor cuantice, precum entangle-
mentul, discordul si coerenta, cand un sistem cuantic este expus zgomotului in-
trodus de un mediu. Analiza este facutd in contextul teoriei sistemelor deschise
descrise de semigrupuri dinamice complet pozitive, ce descriu intru-totul evolutia
markoviana a unui sistem deschis.

De asemenea, abordarea corelatiilor cuantice din punctul de vedere al teoriei
resurselor, conduce la definitii simple pentru anumite corelatii cuantice dincolo de
entanglement, precum discordul si coerenta.

In ultimul rand, ardtam ca discordul si coerenta, analizate cu teoria resurselor,
indica o structurd pe care se poate construi o cantitate analoaga cu informatia
mutuald si energia libera. Aceasta cuantificd maximul de lucru mecanic oper-
ational ce poate fi extras dintr-un sistem deschis.
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CUPRINS



Introducere

Teoria informatiei cuantice a devenit in ultimii ani un element de baza al
fizicii moderne. O abordare a mecanicii cuantice din punctul de vedere al teoriei
informatiei cuantice a dat nastere multor aplicatii in calcul, criptografie si optica.
Totul a pornit de la un aparent paradox propus in 1935 de Einstein, Podolsky
si Rosen [1], conform caruia informatia parea cd se propaga mai repede decat lu-
mina. De atunci, asa-numitul paradox EPR a fost rezolvat, dar mecanismul propus
in lucrare a devenit baza majoritdtii protocoalelor de informatie cuantica. Entan-
glement, asa cum se numeste acum, proprietatea unui sistem de a fi inseparabil,
care decurge din principiul superpozitiei al mecanicii cuantice, a fost de atunci
studiat temeinic si Tncorporat 1n teoria cuanticd.

La inceputul secolului, unele articole au aratat ca entanglementul este doar
o parte a unui domeniu mai mare de corelatii cuantice. Prima clasd mai larga
de corelatii cuantice a fost numitd discord, care decurge dintr-o nepotrivire intre
cuantificarea a douda masuri echivalente in teoria clasica a informatiei [2, 3, 4].
Acest lucru a deschis o cutie a Pandorei in domeniul teoriei informatiei cuantice,
ducand la o cursa pentru identificarea altor corelatii cuantice dincolo de entan-
glement. S-au ficut eforturi pentru a extinde acest domeniu si a Tncorpora toate
tipurile posibile de corelatii, clasice sau de altd naturd.

Progresul in dezvoltarea teoriei informatiei cuantice a venit dintr-o abordare a
teoriei resurselor pentru entanglementul cuantic. Ideea de baza din spatele teoriei
resurselor este de a delimita si restrictiona setul de operatii care pot fi efectuate
pe un sistem cuantic. In acest fel, anumite proprietiti intrinseci ale sistemului
apar ca ,resurse” ce pot fi valorificate si manipulate pentru sarcini operationale
specifice. Au fost propuse si alte resurse pentru informatia cuanticd, cum ar fi
discordul (corelatii neclasice intre sistemele cuantice chiar si 1n stdri separabile),
steering (abilitatea unei parti de a ,,dirija” starea altei parti indepartate prin ma-
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surdtori locale), coerenta (necesard pentru ca corelatiile cuantice sa fie prezente),
concurenta (gradul de incrucisare prezent intr-o stare comund) si multe altele
[5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].

Teza urmeaza o ordine cronologicd a evenimentelor. Initial, accentul e pe
conceptul de discord cuantic si rolul sdu esential in natura corelatiilor prezente
in sistemele cuantice deschise. O addugare relativ recentd la teoria informatiei
cuantice, discordul cuantic, a atras o atentie semnificativa datoritd capacitatii sale
de a capta si cuantifica corelatii, chiar si 1n stari care nu sunt entangled. Cu toate
acestea, introducerea sa a fost destul de arbitrard, rezultand dintr-o nepotrivire
a doua masuri echivalente din teoria clasicd a informatiei care, atunci cand sunt
cuantificate, dau rezultate diferite, de unde si numele de discord. O prima idee
a fost de a oferi o descriere cuantica directa folosind geometria starilor cuantice
care a dus la asa-numitul discord geometric. Aici, alegerea metricii este extrem
de importanta si a dat nastere unui numar mare de rezultate [21, 22, 23, 24, 25].
Introdus 1n 2010 [26], a fost contestat Tn 2012 [27], dar ideea de a folosi distanta
pana la cea mai apropiata stare fara resurse pentru a defini o masura pentru resursa
respectiva a ramas. Problemele au provenit in mare parte din alegerea unor metrici
necontractive si neconvexitatea spatiului subiacent.

In timp, coerenta cuantici a fost propusi ca o conditie necesari pentru ca orice
corelatii cuantice sa fie prezente Intr-un sistem [28]. Este strans legatd de concep-
tul de superpozitie, iar articolele anterioare despre superpozitie s-au dovedit a fi
relevante in cuantificarea coerentei [29]. Cuantificarea coerentei a dat nastere
teoriei resurselor, fiind introdusa ca o modalitate buna de a o masura [30]. Avand
in vedere succesul sdu, a inceput o altd cursd, in care teoria resurselor a fost extinsa
pentru a cuantifica toate celelalte corelatii descoperite pand acum. Incercarea de
a aplica teoria resurselor la entanglement si discord s-a dovedit destul de dificila,
dar a oferit o intelegere solida a naturii corelatiilor generale 1n sistemele deschise.
In cele din urmé, a fost introdus un cadru matematic riguros odati cu crearea apli-
catiilor de distrugere a resurselor [19], care au explicat limitdrile abordarii teoriei
resurselor 1n teoria informatiei cuantice.

Scrierea acestei teze a inceput imediat dupa introducerea discordului geomet-
ric. Scopul initial a fost extinderea rezultatelor la dinamica sistemelor deschise
gaussiene. Desi a avut succes 1n acest demers, abordarea geometricd inca nu
explicd pe deplin discordul, nu existatd o structurd clard a corelatiilor prezente
in sistemele deschise. Introducerea coerentei cuantice a dovedit cd discordul nu
a fost ultima frontierd si a lasat deschisa intrebarea despre cum se potrivesc toate
aceste misuri impreuni. In cele din urmi, un rispuns a venit din cadrul teoriei
resurselor.



Teza este structurata in felul urmator:

Capitolul 1 contine Introducerea.

Capitolul 2 este o privire de ansamblu asupra sistemelor deschise cuantice.
Acestea sunt sisteme cuantice care evolueaza sub influenta unui mediu extern.
Mai exact, ludm in considerare cazul variabilelor continue si starilor gaussiene,
incheind cu o descriere analiticd completd a evolutiei unui sistem deschis gaus-
sian, asa-numita ecuatie master GKLS. De asemenea, oferim o simulare pentru
evolutia entanglementului intr-un astfel de sistem 1n scopul stabilirii unui punct de
referinta pentru tipurile mai exotice de corelatii cuantice prezente in restul tezei.

Capitolul 3 introduce discordul cuantic. Incepem cu o scurti prezentare gen-
erald a entropiilor cuantice si prima definitie propusa pentru o masurd generala
a ,,cuanticitatii” unei stari, numit discordul entropic. Ariatam cd modificdrile ul-
terioare ale acestei definitii, in principal prin adoptarea unei perspective geomet-
rice, pot oferi o mai buna ntelegere a conceptului. Prezentdm rezultatul obtinut
din studiul discordului geometric si 1l extindem la o abordare proto-teoretica a
resurselor privind corelatiile cuantice. Aceste rezultate sunt obtinute Tnainte de
2016, cand a avut loc o inovare in teoria resurselor cuantice, care ofera un cadru
pentru studiul tuturor corelatiilor generale din sistemele cuantice.

Capitolul 4 contine o prezentare a cadrului oferit de teoria resurselor cu apli-
catii in teoria informatiei cuantice. Aceasta se bazeaza pe conceptul de aplicatii
care distrug resursele si oferd o descriere matematica riguroasd a diferitelor ma-
suri de corelatii care pot fi definite in sistemele cuantice. Prezentam rezultatele
obtinute prin utilizarea acestui cadru in studiul coerentei cuantice, o clasd mai
mare de corelatii generale.

In Capitolul 5 ardtim ci acest cadru poate fi folosit pentru a defini cea mai
mare clasd de corelatii generale prezente intr-un sistem deschis. Aceasta este o
limitd superioara a informatiei utile din punct de vedere operational, prezenta intr-
un sistem, si o numim informatie liberd. Cu aceastd cantitate putem vedea in
sfarsit o radiografie a structurii informatiei clasice si cuantice prezente Intr-un sis-
tem cuantic deschis gaussian.

Capitolul 6 contine concluziile tezei. Se Incheie cu o imagine care prezintd o
simulare a tuturor masurilor diferite studiate n aceastd tezd, evaluatd cu aceiasi
parametri pentru diferitele masuri.
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Sisteme Deschise Gaussiene

Un sistem cuantic deschis este un sistem care interactioneazd cu un mediu
extern, ducand la fenomene precum decoerenta si disiparea. Printre diferitele
tipuri de sisteme cuantice deschise, sistemele deschise gaussiene au atras o atentie
deosebitd datoritd relevantei lor matematice Tn optica cuanticd si teoria informatiei
cuantice. Sistemele deschise gaussiene sunt o subclasd de sisteme cuantice de-
schise 1n care sistemul si mediul sunt ambele descrise de stdri gaussiene. Aceste
stdri sunt pe deplin caracterizate prin primul si al doilea moment statistic, garan-
tand astfel o descriere analitica. Evolutia sistemelor gaussiene prin operatii liniare
le pastreazad natura gaussiand, o caracteristicd cheie in simplificarea descrierii lor
matematice.

In general, se incearci separarea unui sistem mare in doui pirti, sistemul de
interes si un mediu mult mai mare. Mediul este descris cu o rezolutie mai mica,
ca sa spunem asa, concentrandu-ne pe subsistemul interesant. Acest lucru face ca
evolutia Tn timp a sistemului deschis sa nu fie unitara, deoarece odata ce informatia
,,s€ scurge” in mediu, aceasta nu poate reveni.

Sistem p € [S + E|(Hs @ HE)

ps € S(Hs)

—pp € E(H 2.1
Sistem Deschis PE (Hr) 21

Mediu
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Rezolvarea ecuatiilor de miscare pentru sistemul total este, in general, o prob-
lema insolubila. Dacd presupunem, totusi, timpi scurti de corelare cu mediul si ig-
nordam orice efecte de memorie, dinamica redusa a sistemului poate fi aproximata.
Aceasta se numeste aproximare markoviand, iar dinamica sistemului deschis poate
fi exprimata In termeni de aplicatii dinamice care formeaza un asa-numit semigrup
dinamic cuantic.

Formal, un semigrup dinamic cuantic este format dintr-o familie cu un parametru
de aplicatii ¢, (¢ > 0) luate dintr-o algebra von Neumann care actioneaza asupra
unui spatiu Hilbert, astfel incat [36]:

1. ¢, este pozitiva

\S]

. ¢ lasd elementul neutru 1 neschimbat: ¢;(1) =1
3. ¢, G5 sSunt asociative: ¢y = ¢y

4. ¢ este element neutru: limy_,o ¢;(p) = p

5. ¢; este normala.

Ideal, dacd am putea descrie evolutia unitard a sistemului total, am recupera
starea sistemului de interes din urma partiald peste mediu pgs(t) = trg p(t). Alter-
nativ, daca starea mediului pg si timpul final ¢ sunt fixe, atunci ¢, este o aplicatie
dinamicd care actioneazd asupra spatiului Hilbert al sistemului deschis

¢ S(Hs) — S(Hs)

si descrie schimbarea starii sistemului deschis Tn timp:

Evolutie unitara

p(0) =ps(0) © pe p(t) = U(t)[ps(0) © pplU'(t)
trg Pl l trg p

ps(0) LT ps(t) = ulps(0)). 22)

Pentru orice semigrup dinamic cuantic existd o aplicatie liniard £, numita lind-
bladian, care genereaza semigrupul

¢ = e, (2.3)
Pentru orice evolutie de forma

p(t) = ¢ep(0) = e p(0) (2.4)
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nu este posibild gésirea stérilor p(¢) cu ¢t < 0 care evolueazd in p(0). Aceasta
inseamni ci domeniul operatorului e“! este contractiv pentru cresterea ¢, sau cu
alte cuvinte, nu este inversabil 1n spatiul total al stdrilor. Aceasta are ca rezultat
o evolutie neunitard, ireversibild catre viitor, sugerand producerea de entropie si
pierderea de informatie (evolutie markoviand).

2.1 Ecuatia Master GKLS

Cea mai generald, complet solubila analitic, descriere a evolutiei ireversibile in
timp a unui sistem deschis este datd de ecuatia cuanticd master Gorini-Kossakowski-
Lindblad-Sudarshan (GKLS). Aceasta descrie evolutia markoviand a sistemului
indusd de semigrupurile dinamice cuantice. Putem exprima aceastd ecuatie 1n
variabile continue pentru o stare gaussiand cu doud moduri p(¢) in reprezentarea
Schrédinger [36, 39, 40]:

PO _ o)+ - j @Vipt)V) — {p(t). V] V1), @5)

Aici, H denota hamiltonianul sistemului deschis, iar operatorii V, Vj, definiti
pe spatiul Hilbert al hamiltonianului /A, reprezintd interactiunea sistemului de-
schis cu mediul. Natura gaussiand a starii este pastratd in timpul evolutiei Tn timp
a sistemului daca starea initialad este gaussiana [41].

Hamiltonianul a doi oscilatori armonici nerezonanti, necuplati, de masd m si
frecvente wq, wy este

1 m
H = 5= (0 + 1) + 5 (wiz® + wiy?), (2.6)
unde x,y sunt coordonatele, p,,p, sunt momentele celor doud moduri bosonice

siVj, V}T sunt luate polinoame de gradul intdi in aceste observabile canonice (j =
1,2,3,4) [41]:

Vi = agjpe + ayjpy + byjx + by;y, (2.7)

T x * * *
Vi = ag;p. + ay;py + by;x + by, (2.8)

unde Qg5 Qyj, bxj; byj e C.
Starea gaussiand bipartitd, cu doud moduri p(t) are matricea de covariantd
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Ozx ((t)) Oxpa ((t)> Ozy ((t)) Ozp, ((t)) A e
Oap, (1) Opop, (L) Oyp,(t) 0Op.p, (1) | _

0= |Gy T T w2 (o B) e
Ozp, (t) Opapy (t) Oypy (t) Opypy (t)

ce poate fi scrisa in forma standard:

agf) ?) C<ot) d?) A C

a(t t

O=1ew o bt 0 E(C’T B)’ (2.10)
0 dt) 0 bt

cu conditia cd det A, det B, det C' si det o(t) rimén invariante.
Ecuatiile de miscare pentru corelatiile cuantice ale coordonatelor si momentele
celor doua moduri sunt urmaétoarele [41]:

do(t)
dt

= Xo(t)+o(t) X" + 2D, (2.11)

unde

2
| mwy A 0 0
¥ — 5 ; S im | (2.12)
0 0 —mw; —A
Da:a: D:cpw Dﬂb‘y Dﬂﬁpy
D D D D
D— aps paps Pz Papy | (2.13)
Dy Dyp, Dyy Dy,
Dacpy D PzDy D Ypy Dpypy

iar coeficientii de difuzie D,,, D, ,... si constanta de disipare A sunt marimi
reale.
Solutia pentru ecuatia dependentd de timp (2.11) este data de [41]

a(t) = eX[o(0) — o(c0)] ()" + 0(00), (2.14)

unde e trebuie sd indeplineasci conditia lim,_,., e’ = 0.

Valorile la infinit se obtin din ecuatia

Xo(00) + o(o0)XT = —2D. (2.15)
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Daca presupunem ca starea asimptotica a sistemului deschis este o stare Gibbs
ce corespunde la doi oscilatori armonici cuantici independenti in echilibru termic
la temperatura 7’, atunci coeficientii de difuzie cuanticd au urmatoarea forma [40]:

A w1
S coth o . 0 0 0
0 AL coth LL 0
D = 2 = A w ’ (216)
0 0 Sraiia coth o . 0
0 0 0 s coth =

iar ecuatia este Intru totul rezolvabild analitic.

2.2 Entanglementul in Sisteme Deschise Gaussiene

Entanglementul este proprietatea cea mai studiatd a teoriei informatiei cuan-
tice si std la baza majorititii protocoalelor si schemelor de calcul cuantic. Este
studiat pe larg in literaturd si a fost extins la sisteme deschise [42]

Ca un exemplu de evolutie a corelatiilor cuantice Intr-un sistem deschis, en-
tanglementul cuantic are o descriere destul de simpld in sistemele de variabile
continue, in termeni de negativitate logaritmica [43, 44, 45]:

E = max{—log,[20_], 0}, (2.17)

unde v_ este cea mai micd valoare simplecticd a transpusei partiale & a matricei
de covarianti o. Pentru valorile pozitive — log,[2_] determini puterea entangle-
mentului, iar pentru valorile seminegative — log,[20_] < 0 starea este separabil.

Evolutia 1n timp a entanglementului intre doud moduri bosonice necuplate la
o temperaturad datd 7" a baii termice este descrisd de ecuatia GKLS

E(t,T) = max{—log,[20_(c(t,T))], 0} (2.18)

cu parametrii modelului alesi pentru masa (m, luati de obicei ca 1), coeficientul
de amortizare (1)), frecventele modurilor bosonice (w; si ws), numarul mediu de
fotoni termici asociati celor doud moduri (n; si ng) si parametrul de squeezing (7).

Pentru a face simularea, o stare initiald este luatd in mod arbitrar. Aceasta
este de obicei o stare termicd, deoarece este mai usor de tratat matematic si este
predominanti in literaturd. In general, starea nu isi pistreazi caracterul termic in
evolutia sistemului deschis.

Rezultatele sunt prezentate in Fig. 2.1. Pentru orice temperaturd pozitiva
T > 0, negativitatea logaritmicd devine zero intr-un timp finit, un fenomen nu-
mit moartea subitd a entanglementului. Pentru 7" = 0, negativitatea logaritmica
ramane strict pozitivd pentru timpi finiti si tinde la zero in regimul asimptotic.
Orice stare initiald separabild rdimane separabild pentru orice timp si temperatura.
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Figura 2.1: Evolutia negativitatii logaritmice a entanglementului £(¢,7") pentru
doud moduri bosonice de frecvente w; = 1, wy = 1.5, numarul mediu de fotoni
termici n; = 1, ny = 1, parametrul de squeezing r = 0.9 si coeficientul de
amortizare A = 0.1.



Discordul Cuantic

Entanglementul nu este singurul tip de corelatie cuanticd care existd. Un alt
concept important este cel de discord cuantic, care se referd la corelatiile non-
clasice care apar intre doud sisteme cuantice chiar si atunci cand acestea sunt
separabile.

Studiul discordului cuantic a céstigat o atentie semnificativa in ultimii ani da-
toritd potentialelor sale aplicatii Tn procesarea informatiei cuantice, criptografia
cuanticad si metrologia cuanticd. Conceptul de discord cuantic a fost propus in
2001 [3, 4] ca masura a corelatiilor cuantice totale prezente intr-un sistem si cuan-
tificd perturbarea cauzata de o masurdtoare.

Dacd mdsuram entropia relativd de la un sistem cuantic la el Tnsusi cand acesta
e necorelat (p = pa ® pp, cu py = trp p st pp = tra p) obtinem

S(pllpa @ ps) = S(pa) + S(ps) — S(p). (3.1

Aceasta este variatia entropiei von Neumann care rezultd din luarea urmei pe sub-
sisteme si este o masura a pierderii de informatie. Aceasta este analoagd cu o
masura din teoria probabilitdtii clasice numitd informatie mutuald, definita ca

I(X,)Y) = Dgr(Pxy)l|Px ® Py), (3.2)

unde Dy este divergenta Kullback—Leibler (sau entropia relativa in fizicd) si
P x,y) este distributia comund a variabilelor aleatoare X s1Y" cu distributii marginale
de probabilitate Py si, respectiv, Py. Informatia mutuald este nenegativa, simet-
ricd si poate fi exprimatd in termeni de entropie comuna si conditionald, dupa cum
urmeaza:

I(X,)Y) = HX)+HY)-HX,)Y) (3.3)
= H(X)- H(X]|Y) (3.4
H(Y) - H(Y|X), (3.5)

11
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unde H(X,Y') este entropia comuni si H (X|Y'), H(Y|X) sunt entropii conditionale.
Expresia entropiei comune are un analog direct 1n teoria informatiei cuantice, en-
tropia relativd. Cu toate acestea, expresiile care depind de entropia conditionald
dau un rezultat diferit atunci cand sunt cuantificate, ceea ce Tnseamna cd, desi
aceste expresii sunt echivalente in teoria clasica a informatiei, ele nu sunt egale in
teoria informatiei cuantice:

I(p) = S(pa) + S(pp) — S(p) # S(pa) — S(pas) (3.6)
# S(pp) — S(pp|a)- (3.7)

Aceasta descoperire a condus la ideea cd ar putea exista si alte corelatii non-
clasice dincolo de entanglement. Gradul de neconcordanta dintre aceste doud expresii
a fost numit ,,discord” si este prima astfel de corelatie propusa.

3.1 Discordul Entropic

Pentru o stare bipartitd arbitrard p = p4p, corelatiile totale sunt exprimate prin
informatia mutuald cuanticd, analogul cuantic al informatiei mutuale Shannon:

1(p) = S(pa) + S(pz) — S(p), (3.8)

unde p4 = trp p si pp = try p reprezintd matricile reduse de densitate ale subsis-
temelor A si respectiv B, iar S(p) este entropia von Neumann.

Henderson si Vedral au propus o masuri a corelatiilor clasice bipartite J(p) [3]
bazatd pe un set complet de proiectori locali {II;} pe subsistemul B: corelatiile
clasice din starea cuanticd bipartita p sunt date de

J(pap) = S(pa) — {irlllf}s(PA|nk), (3.9)

unde
S(PA\HB) = Zka(PAmk,) (3.10)
k

este entropia conditionald a subsistemului A si infy,y S(pajm,) reprezintd val-
oarea minimi a entropiei in raport cu un set complet de mésuratori locale {11, }.
Aici, py, este probabilitatea de masurare pentru al k-lea proiector local I

pr. = tr[plly] (3.11)

si pajm, indicd starea redusd a subsistemului A dupd mésurdtorile locale pe sub-
sistemul B:
tr g [pI1]

—_— 3.12
oL, G-12)

1
paj, = — trp[plly] =
Pk
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Aceste doud masuri, I (p) si J(pap), dau acelasi rezultat cind sunt exprimate
in mod clasic. Cuantificarea lor dd rezultate diferite si devin ,,discordante”, ca sa
spunem asa. Prin urmare, discordul cuantic este definit de

D(pas) =1(p) — J(pap)- (3.13)

O interpretare simpla poate conduce la concluzia cd unul dintre ele mdsoara
corelatiile totale, iar celdlalt doar pe cele clasice, prin urmare diferenta lor va
fi gradul de ,,cuanticitate” al unei stari. In realitate, existi o nuantd ascunsa
aici. Zurek a interpretat discordul ca diferenta dintre eficienta demonilor Maxwell
cuantici si clasici [47]. Este castigul in eficienta al unui motor Szilard (un mo-
tor abstract care functioneazd pe informatie) dacd este alimentat cu informatie
cuantica in loc de informatie clasicd. De asemenea, poate fi interpretat drept can-
titatea de informatie pe care un observator clasic o omite atunci cand incearca sa
descrie un sistem cuantic [48]. Acestea sunt doar cateva dintre interpretdrile lui
Zurek, exista si altele.

Discordiul cuantic gaussian al unei stdri gaussiene generale cu doud mod-
uri p este definit ca discordul entropic cuantic In care entropia conditionala este
restrictionatd la masurdtori gaussiene cu valori pozitive ale operatorilor (GPOVM)
generalizati in al doilea mod. Cu alte cuvinte, multimea de POVM-uri IIj, din en-
tropia conditionald S(paji,,) este restransd la operatii gaussiene, adicad pastreaza
natura gaussianad a stdrii. Aceasta restrictie masoara doar limita superioara a dis-
cordului cuantic, deoarece stdrile gaussiene nu formeaza o multime convexa.

Entropia von Neumann S(p) a unei stiri gaussiene cu doud moduri p depinde
numai de spectrul simplectic al matricii sale de covarianti o (p),

o0 =(ir )

cu
S(p) = flv=) + fvy) (3.14)
si
z+1 r+1 x-—1 r—1
flx) = 5 log 5~ 3 log 5 (3.15)

Aici, v+ sunt valorile proprii simplectice, date de
2V:2F =AF VA2 —-4deto, (3.16)

unde A este seralianul

A =det A+ det B+ 2detC. (3.17)



14 CHAPTER 3. DISCORDUL CUANTIC

Expresia finala a discordului entropic gaussian

D.(o) =1I(0) — J(0) (3.18)
in termeni de invarianti simplectici este [49, 51, 52]:
De(0) = f(v/B) = f(v-) = f(vs) + f(VE), (3.19)
unde
(2924 (B-1)0-a)+2h/FFB-D0 —a)
(8—1)2 ’
dacd (6 —aB)* < (B+1)v*(a+9)
€= (3.20)
aB =72 +0— /v + (6 —aB)?—22(6 + ap)
2 Y
L altfel. ’

Invariantii simplectici {«v, 3, v, 0} sunt cei trei determinanti ai matricilor bloc si
determinantul matricii de covarianta:

a=detA, f=detB, y=detC, § =deto. (3.21)

In Fig. 3.1 este prezentati evolutia discordului entropic gaussian pentru stari
initiale termice comprimate (squeezed) de doua moduri sub forma

a 0 ¢ O
0 a 0 —c
o=1. 0 1 ol (3.22)
0 —c 0 b
cu elementele de matrice date de
1
a = mnycosh?r + nysinh?r + 3 cosh 2r, (3.23)
1
b = nysinh?r + nycosh?r + 3 cosh 2r, (3.24)
1
c = 5(711 + ng + 1) sinh 2r. (3.25)

Aici, ny, ny sunt numdrul mediu de fotoni termici asociati celor doud moduri si r
este parametrul de squeezing.

Dupa cum putem vedea, discordul entropic are o evolutie asimptotica Tn timp
pentru toate stdrile initiale non-produs, spre deosebire de entanglement cu asa-
numita moarte subitd a entanglementului. Utilitatea sa pentru protocoalele cuan-
tice nu este evidentd, mai ales pentru valori scdzute. Cu toate acestea, demon-
streazd prezenta corelatiilor non-clasice in majoritatea starilor cuantice si oferd o
modalitate de a mdsura gradul de ,,cuanticitate” al unei stari.
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Figura 3.1: Discordul entropic D.(t,T") in functie de timpul ¢ si temperatura
T pentru doud moduri bosonice cu frecventele w; = 1 si wy = 0.5, numerele
medii de fotoni termici n; = 1 si no = 2, coeficientul de amortizare A = 0.1 si
parametrul de squeezing = 0.5.
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3.2 Discordul Hilbert-Schmidt

Deoarece discordul entropic a fost introdus Tn urma unei descoperiri arbitrare,
s-au facut Incercadri de a oferi o definitie mai intuitivd a acestuia. O propunere a
fost interpretarea geometricd, in care gradul de ,,cuanticitate” al unei stdri poate fi
definit ca distanta de la acea stare pana la cea mai apropiata stare clasicd. Astfel,
intuitiv, o stare poate fi considerata ca fiind mai cuantica daca este mai departe de
stdrile clasice.

Prima propunere a folosit cea mai simpld abordare pentru a stabili o conditie
necesara si suficienta pentru existenta discordului cuantic in stari bipartite [26].
Propune o modalitate geometricd de cuantificare a discordului cuantic, care nece-
sitd minimizarea normei pdtrate in spatiul Hilbert-Schmidt dintre starea de interes
si multimea stdrilor zero-discord.

Astfel, discordul geometric poate fi definit ca perturbatie minimd, masuratd in
termenii distantei Hilbert-Schmidt pétrate, indusa pe starea p4p de orice masura-
toare proiectiva [15 pe subsistemul B:

Da(p) = inf[lp = Ta(p)[[2: (3.26)

Discordul geometric gaussian (GGD) este distanta Hilbert-Schmidt patrata
minimd dintre o stare gaussiand si cea mai apropiatd stare ,.cuanticd clasica”,
obtinutd dupd un GPOVM generalizat local efectuat doar pentru o singurd parte.
Astfel, pentru stérile gaussiene I3 poate fi limitat la mdsurdtori gaussiene, pastrand
caracterul starii.

Expresia pentru GGD exprimata in functie de matrici de covariantd este:

| 1 L .
Pelo) =00\ Vacte T Vawre o) vadlo ond s/

Y

(3.27)
si implicd o problemd de optimizare pe al doilea subsistem. Acest lucru poate
fi rezolvat analitic pentru unele cazuri particulare, cel mai notabil pentru starile
termice comprimate. Chiar daca pornim de la stdri termice, evolutia sistemului sub
influenta unei bdi termale nu pastreaza natura acestei stari. Astfel, se poate calcula
doar discordul unor stdri ce formeaza o multime de masurd zero. Problema de
optimizare se rezolva pentru cazul general al oricdrei stari gaussiene prin metode
numerice [56].

Evolutia GGD este ilustratd in Fig. 3.2, unde reprezentdm dependenta D de
timpul ¢ si temperatura 7". Dinamica GGD a celor doud moduri bosonice depinde
puternic de parametrii care caracterizeaza sistemul si de coeficientii care descriu
interactiunea sistemului cu rezervorul.
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In general, D¢ oscileaza in timp, apropiindu-se asimptotic de zero pentru
timpi mari. Existd totusi o exceptie, cind cele doud moduri au w; = wy = 1. In
acest caz, oscilatiile dispar complet si D seamdna cu discordul entropic, asa cum
se aratd in Fig. 3.2a. Oscilatiile au o frecventd mai mare atunci cind numerele
medii de fotoni termici ale celor doua moduri sunt mai mari si este mai usor de
observat atunci cand parametrul de squeezing este mai mic. Aceste oscilatii apar
chiar daca D¢ are valoarea initiald zero, asa cum se aratd in Fig. 3.2c.

Din figuri putem observa cd, in general, discordul geometric oscileaza. Acest
lucru indica faptul cd o cantitate de informatie este transferatd fnapoi din mediu
dupa disipare. Cu toate acestea, lucram Tn aproximarea Markoviand care nu im-
plica efecte de memorie, astfel incat aceastd informatie ar trebui sa fie pierduta.
Fie sistemul nostru este non-markovian, fie masura noastrd este gresita. Concluzia
este cd distanta Hilbert-Schmidt este necontractiva si nu este o alegere bund, in
sensul cd expunerea la zgomotul mediului ar trebui sa reduca corelatiile si o ma-
surd adecvatd ar reflecta acest lucru.
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(a) Discordul geometric D¢ (¢, T) in functie de timpul ¢ si temperatura 7' pentru doud moduri
bosonice cu frecventele w; = 1 si wy = 1, numerele medii de fotoni termici n; = 0.1 sing = 0.5,
coeficientul de amortizare A = 0.1 si parametrul de squeezing r = 0.6.

D o

(b) Discordul geometric Dg(t,T) in
functie de timpul ¢ si temperatura 7" pentru
doua moduri bosonice cu frecventele w; =
1 si wy = 0.5, numerele medii de fotoni ter-
mici n; = 0.1 si ny = 0.5, coeficientul de
amortizare A = 0.1 si parametrul de squeez-
ing r = 0.6.

(c) Discordul geometric Dg(t,T) in
functie de timpul ¢ si temperatura 7" pentru
doua moduri bosonice cu frecventele w; =
1 si wy = 0.5, numerele medii de fotoni ter-
mici n; = 0.1 si ny = 0.5, coeficientul de
amortizare A = 0.1 si parametrul de squeez-
ingr = 0.

Figura 3.2: Evolutia discordului geometric gaussian intr-un sistem deschis.
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3.3 Discordul Hellinger

Putem defini discordul geometric folosind o distantd mai bund, si anume distanta
Hellinger. Aceastd masura duce natural si la o problema de optimizare mai usoara,
care poate fi rezolvatd analitic. Prin natura mdsurilor bazate pe distantd intre
o stare si cea mai apropiatd stare fard discord (stare produs), se capteazd toate
corelatiile (cuantice si clasice) dintre moduri. Prin urmare, este doar o limitd su-
perioara a discordului, indiferent de distanta aleasa.

Distanta Hellinger este strans legata de fidelitatea Uhlmann si distanta Bures.
In statistica clasicd distanta Hellinger este o misurd a similitudinii dintre dou#
distributii de probabilitate. In mecanica cuantic, distanta Hellinger dj; intre doui
stdri p si x este data de

dz(p, x) = tr(y/p — VX)* = 2 = 2A(p, x), (3.28)

unde
Alp, x) = tr(y/py/X) (3.29)

este asa-numita afinitate, un alt analog cuantic pentru suprapunerea a doua distributii
de probabilitate. Afinitatea este 0 marime nenegativa care poate fi privita ca o ma-
surd de distinctie Tntre doua stari cuantice. Valoarea sa maxima 1 este atinsd daca
cele douad stdri cuantice coincid.

Daci ne limitdm la stérile cuantice gaussiene si considerdm ca () este multimea
tuturor starilor gaussiene care sunt corelate doar clasic, adica cele produs, atunci
discordul Hellinger Dy este

Dp(p) = min %d?q(p, X) =1 —max A(p, x). (3.30)
Putem presupune cd Dy (p) este zero dacd p contine doar corelatii clasice.

Pentru a simula evolutia in timp a discordului Hellinger sub influenta unui
mediu, putem lua drept stiri gaussiene initiale ale subsistemului nostru stari de
doua moduri termice comprimate. Calculam apoi discordul geometric Hellinger
Dy in functie de timp si temperaturd [58]. Evolutia lui Dy este ilustratd in Fig.
3.3a. Dupd cum se vede, are valori finite ntre O si 1 si scade asimptotic la zero
in timp sub efectul bdii termale. Dacad parametrul de squeezing r este egal cu
zero, atunci Dy este zero 1n orice moment de timp, la orice temperaturd. Pentru
comparatie, Fig. 3.3b si 3.3c aratd discordul Hilbert-Schmidt D [56] si, respec-
tiv, discordul entropic D, [52, 59], folosind aceiasi parametri pentru model.

Deoarece distanta Hellinger este contractivd, oscilatiile din discordul Hilber-
Schmidt dispar, oferind o mdsurd mai bund a discordului cuantic Tn aproximarea
markoviand. Cu toate acestea, este destul de dificil de calculat si existd incd un



20 CHAPTER 3. DISCORDUL CUANTIC

oarecare arbitrariu in alegerea distantei. Probabil ca orice distantd contractiva va
da un rezultat favorabil, desi amplitudinea masurii nu este definitd Tn raport cu alte
proprietdti. Putem incerca sd ddm un sens operational masurilor geometrice. O
abordare este de a defini o masura abstracta p ca distanta d de la starea de interes
p pand la starea finald rezultatd dupd terminarea unui proces fizic I'(p) care a
actionat pe sistem: p(p) = d(p, T'(p)).
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(a) Discordul Hellinger Dy (t,T') in functie de timpul ¢ si temperatura 7' pentru doud moduri
bosonice cu frecventele w; = 1 si wy = 0.5, numerele medii de fotoni termici n; = 1 si ne = 2,
coeficientul de amortizare A = 0.1 si parametrul de squeezing r = 0.5.

(b) Discordul Hilbert-Schmidt D¢(t,T") in
functie de timpul ¢ si temperatura T' pentru
doud moduri bosonice cu frecventele w; =
1 si wo = 0.5, numerele medii de fotoni
termici ny = 1 si ny = 2, coeficientul de
amortizare A = 0.1 si parametrul de squeez-
ing r = 0.5.

(c) Discordul entropic D,(t,T") in functie
de timpul ¢ si temperatura 7' pentru doud
moduri bosonice cu frecventele w; = 1 si
wo = 0.5, numerele medii de fotoni termici
ny1 = 1sing = 2, coeficientul de amortizare
A = 0.1 si parametrul de squeezing r = 0.5.

Figura 3.3: Comparatie intre discordul Hellinger (sus), discordul Hilbert-Schmidt
(stanga jos) si discordul entropic (dreapta jos) folosind aceiasi parametri pentru
model.
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3.4 Discordul Asimptotic

Evolutia unui sistem prezisd de ecuatia master GKLS asigurd scaderea asimp-
toticd a discordului cuantic, astfel incat starile fara discord apar doar la timp infinit
(daca stdrile de la care pornim nu sunt stdri produs). Ne putem géandi la actiunea
mediului asupra subsistemului de interes ca la un proces masurabil, pentru care
putem defini o masurd matematicd. Distanta pana la starea finald poate fi privita
ca si cantitatea de discord incd prezentd in subsistem.

Ecuatia master GKLS este in esentd un canal gaussian Ap; pentru o anumita
temperaturd 7' si timp ¢. Spatiul matematic are structurd exponentiald, prin ur-
mare, pentru ¢ = 1, putem defini simplu

Aro = Apqo (3.31)
si sd punem parametrul de timp ca exponent, astfel incat
o(t) = Ao (0), (3.32)
unde A2 = A o A = AA. Daca presupunem ci starea asimptotic
O = AT (0) (3.33)

este o stare Gibbs care corespunde celor doud moduri in echilibru termic la tem-
peratura 7', atunci sistemul este pe deplin rezolvabil analitic, cu starea asimptotica

% coth 22 Lo 0 0
. 0 5 coth ﬁ 0
o(00) = 0 0 % coth 572 0 (3.34)
0 0 0 3 coth 522,

Astfel, daca ne limitdm la stdri de pornire non-produs, putem defini o masura
analoga cu discordul geometric:

D(o(t)) =d(o(t), AFo(t)). (3.35)

Restrictia este necesard deoarece, in general, stdrile non-discord nu formeaza o
multime convexa.

Cantitatea D (o) din ecuatia (3.35) este totusi mai aseménétoare cu informatia
mutuald cuanticd, deoarece madsuram de fapt prezenta tuturor corelatiilor, cla-
sice si cuantice. Daca dorim o cantitate complet analogd cu discordul cuantic,
ar trebui si scidem o misurd a corelatiilor clasice din sistem. In forma bloc, cu
reprezentarea matricii de covariantd a unei stdri bipartite o

- ( G g) (3.36)
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submatricea C' contine informatia despre toate corelatiile cuantice dintre cele doud

moduri. Matricea de covariantd o = A @ B reprezentand starea produsului
Pe = pa @ pp este pe deplin corelata clasic, sau sub forma de matrice bloc
A0
a®:<o B>' (3.37)

Prin urmare, putem concluziona ca un adevarat analog al discordului cuantic poate
fi obtinut prin extinderea ecuatiei (3.35) pentru a include evolutia corelatiilor cla-
sice similare cu cantitatea J(o) din discordul entropic D.(c) = I(0) — J(0),
astfel Tncat

D(o(t)) = d(o(t), AT o(t)) — d(og(t), AT o (t)). (3.38)

Pentru a reprezenta grafic evolutia sistemului sub influenta bdii termale, vom
lua distanta Bures ca alegere pentru d(p, p2), datoritd relatiei sale directe cu fi-
delitatea care este omniprezentd in mecanica cuantica:

unde F este fidelitatea Uhlmann

VF(p1,p2) = [VP1vpz2ll1 = tr\//p2p1/p2. (3.40)

In Fig. 3.4, reprezentim grafic evolutia formulei ,.eronate” din ecuatia (3.35)
si 0 compardm cu evolutia discordului entropic pentru aceiasi parametri de sis-
tem. Deoarece corelatiile clasice nu au fost eliminate din sistem, vedem ca acesta
are un drop-off mult mai mic si o dimensiune mult mai mare. In Fig. 3.5 este
reprezentatd evolutia discordului asimptotic (in forma finald) in comparatie cu
celelalte mdsuri propuse pentru discord.
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(a) Informatia mutuala D(¢,T) pentru wy = l,ws = 1,n; = 1,na =
1,r = 0.5si A= 0.1.

(b) Discordul entropic D.(¢,T) pentru w; = l,ws = 1,0y = 1,ny =
1,r = 0.5si A= 0.1.

Figura 3.4: Comparatie intre informatia mutuald cuanticd interpretatd eronat
ca discord (sus) si discordul entropic (jos) pentru aceiasi parametri de model.
Nepotrivirea provine din prezenta corelatiilor clasice in graficul de sus.
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(a) Discordul asimptotic D(¢,T) pentru w1 = l,ws = 1.5,n; = 1,ng =
1,7 =0.9si A= 0.1.

(b) Discordul entropic ED(t,T) pentru (c) Discordul geometric GD(t,T) pentru
w1 =lLw=15n =1ny=1,r=09 w1 =1lwy=15n =1,ny=1r=20.9
siA=0.1. siA=0.1.

Figura 3.5: Comparatie intre discordul asimptotic (sus), discordul entropic (stanga
jos) si discordul geometric (dreapta jos) pentru aceiasi parametri de model.
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Teoria Resurselor

Discordul cuantic a dovedit cd existd corelatii cuantice dincolo de entangle-
ment, prin urmare a inceput o cursa pentru a gasi alte proprietdti non-clasice. Cea
mai de succes abordare a fost din perspectiva teoriei resurselor [5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]. Prin limitarea operatiilor permise pe un
sistem cuantic, anumite proprietdti ale sistemului pot fi tratate ca resurse pentru
protocoalele informationale.

In cazul entanglementului, pentru a-1 vedea ca o resursi, trebuie mai ntai si
definim stdrile care nu au entanglement. Acestea sunt stdrile separabile si impre-
und formeaza asa-numitul set de stari libere F'. O altd cerintd este definirea setului
de operatii libere F'O, care nu necesiti nicio resursi pentru a fi efectuate. In cazul
nostru, acestea sunt Operatiile Locale si Comunicarea Clasicda (LOCC). In final,
este necesara cel putin o masurd adecvata pentru cantitatea de resursa dintr-o stare
(D(p)). In general, aceasta ia forma unei pseudo-distante, ceea ce inseamni ci
este nenegativa si contractivd. Exemplele includ negativitatea si forma sa logarit-
micd, entropia relativa etc.

Formal, orice teorie a resurselor este matematic o categorie monoidald simet-
ricd [9]. O preordine asociatd face posibild definirea de mdsuri pentru resurse,
desi preordinea in sine este mai fundamentali. In general, preordinea nu poate
fi dedusa dintr-o singura masurd. Pentru aplicatiile de informatie cuanticd, sunt
impuse conditii suplimentare, cum ar fi restrictionarea operatiilor permise la apli-
catii de pastrare a urmelor complet pozitive (CPTP), restrictii asupra setului de
stdri (spatii Hilbert), etc. [18, 17]. Conditii suplimentare ajutd la modelarea mai
bunid a sistemelor complexe, cu toate acestea, caracteristicile de baza ale teoriei
resurselor raiman neschimbate.

Un cadru matematic puternic se bazeazad pe aplicatii matematice care distrug
resurse prezente intr-un sistem: Resource Destroying Maps (RDMs) [19]. Un

27



28 CHAPTER 4. TEORIA RESURSELOR

RDM lasa starile libere neschimbate si duce starile cu resurse in setul liber F'. i.e.
o aplicatie A este un RDM dacd, actionand asupra spatiului total de stdri S duce
stdrile cu resurse in stdri libere si lasa stdrile libere neschimbate [19]:

Dacip ¢ F:\p€F sau 4.1)
dacip € F:Ap=p. (4.2)

Prin urmare o aplicatie A este RDM daca si numai daca :
VpeS: Mp= . 4.3)

Cu alte cuvinte, stdrile libere sunt punctele fixe ale Iui A atunci cand actioneaza
asupra S. Un RDM defineste o resursd, prin partitionarea unui set total de stdri S
in stari libere [’ si stdri de resurse R:

F = {\p|pe S}, (4.4)
R = S\F. (4.5)

Setul de operatii libere £, poate fi generat din setul de operatii care comuta cu
RDM. Astfel, pentru orice teorie a resurselor in care operatiile libere comuta cu
RDM-ul ), poate fi definitd o clasd de monotoane usor de calculat care evita opti-
mizdrile. Anume luand ca méasurd y a resursei prezente 1n p distanta pana la starea
libera asociata prin actiunea RDM-lui A pe p:

1(p) = d(p, Ap). (4.6)

4.1 Coerenta Cuantica

Desi este un element de baza al fizicii, coerenta nu a fost propusa decat re-
cent ca o masura a corelatiilor cuantice. In mecanica cuantica, coerenta este
strans legatd de conceptul de superpozitie. Prezenta coerentei intr-un sistem este
o conditie necesard pentru orice tip de corelatii neclasice.

Studiul coerentei cuantice a fost un subiect de cercetare intensd, deoarece
intelegerea principiilor care stau la baza care guverneazad coerenta este esentiald
pentru dezvoltarea tehnologiilor cuantice 1n practicd. Una dintre provocarile cheie
in mentinerea coerentei cuantice este susceptibilitatea sistemelor cuantice la zgo-
motul ambiental si decoerenta.

O aplicatie a teoriei resurselor este descrierea si cuantificarea coerentei cuan-
tice, in special in sisteme deschise. In acest scop, au fost propuse mai multe
aborddri si mdsuri pentru cuantificarea coerentei [6, 8, 19, 28, 30, 60, 61, 62].
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(a) Entropia relativd a coerentei C(¢,T)
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(b) Entropia relativa a coerentei C'(¢,7T)
pentru w; = 1, wy =1, n; =1, n9 =1,
A=0.1sir=0.5.

(d) Entropia relativd a coerentei C(¢,T)
pentruw; = 1, wy = 1.5, n1 =1, ny = 2,
A=0.1sir=0.5.

Figura 4.1: Evolutia entropiei relative a coerentei intr-un sistem deschis.

Prima abordare a coerentei cuantice folosind teoria resurselor este bazatd pe

conceptul de entropie relativa:

5(6,) = S(p), 4.7

unde §, este cea mai apropiatd stare gaussiana in echilibru cu baia termald [60].
Evolutia lui C este ilustratd in Fig. 4.1a, 4.1b, 4.1c si 4.1d [65]. Dupa cum se
vede, are valori finite si scade asimptotic la zero in timp sub efectul baii termale.
Nu este strict monotonad, este doar limita superioard a coerentei deoarece cdutam
cea mai apropiatd stare termica gaussiand si nu una incoerentd in general. Daca
parametrul de squeezing r este zero, atunci C' este de asemenea zero, asa cum era

de asteptat.
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Definitia anterioard pentru coerenta cuantica oferd in practica doar o limita
superioara a cantitdtii efective prezente 1n sistem. Existd o modalitate de a descrie
cantitatea reald prin utilizarea RDM 1n contextul teoriei resurselor. De fapt, prima
aplicatie propusd a RDM-urilor a fost pentru descrierea coerentei cuantice [19].

Putem defini o aplicatie I' care induce decoerentd, astfel incat actionind asupra
starii p da

I'p=pa®ps, (4.8)

cu operatorul asociat n spatiul matricilor de covarianta
l'oc=A® B. (4.9)

Este diferit de cazul discordului, unde am avut o 4 si o ca rezultate ale unui
GPOVM care actioneaza pe un subsistem. Aici, subsistemele sunt reprezentate
direct ca starea totald redusd p dupd urma partiald peste unul dintre subsisteme,
adica py = trgp si pgp = trap. Acesta este un caz mult mai simplu, care
evitd orice problemd de optimizare. Actiunea lui I' este simpld, iar rezultatele
sunt intotdeauna corelate doar clasic, deci stdri libere pentru corelatiile cuantice
dintre subsisteme. Stérile libere de coerentd cuanticd se numesc stdri incoerente.

De asemenea

I'p=Tp, (4.10)

prin urmare [' este un RDM pentru aceasta resursa. Dupd cum am vazut anterior,
diferenta de la o stare la forma sa diagonald este definitd ca fiind coerenta cuantica.
Acesta este un mod mult mai simplu de a caracteriza coerenta, mai mult, oferd o
definitie corectd, nu doar o limitd superioard. Prin urmare putem defini coerenta
cuantica folosind I' ca RDM:

C(o(t)) =d(o(t), To(t)), (4.11)

unde d este orice distantd contractivd, in cazul nostru distanta Bures.

Dupa cum putem vedea din Fig. 4.2, coerenta cuantica cu RDM are o evolutie
asimptotica monotond, fara oscilatii, asa cum este de asteaptat de la o masurd de
corelatie adecvatd care descrie o evolutie a unui sistem deschis markovian sub
influenta unui mediu, folosind subsisteme independente (necuplate).
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Figura 4.2: Coerenta cuantici cu RDM C(¢,T) pentruw; = 1,wy = 1.5,n; = 1,
no=1r=09siA=0.1.

Acesta este tot spatiul explorat in literatura de specialitate cu privire la corelatiile
generale in sistemele deschise cuantice. Coerenta cuanticd este consideratd cea
mai mare clasd de corelatii cuantice, existenta ei este o conditie necesard pentru
prezenta tuturor celorlalte corelatii cuantice. Dupd cum vom vedea n capitolul
urmadtor, existd, totusi, o clasd mai mare care cuprinde toate corelatiile (clasice si
cuantice) si care oferd o limitd superioara operationald pentru orice fel de corelatii
utile Tn scopul calcului si informatiei cuantice.
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Informatia Libera

Alternativ, ,,Informatia liberd in sistemele deschise gaussiene” ar fi putut fi
titlul acestei teze. Mi-am propus sa explorez natura corelatiilor in sistemele de-
schise si aceasta este ceea ce am gasit 1n final. Termenul ,,informatie liberd” este
analog cu energia liberd. Daca energia liberd Helmholtz este cantitatea de energie
care poate fi extrasd dintr-un sistem Tnainte ca acesta sd ajunga la echilibru, atunci
informatia liberd gaussiana este cantitatea de informatie care poate fi extrasa dintr-
un sistem deschis gaussian Tnainte de a ajunge la echilibru.

Aratam cd pe orice spatiu compact de stdri poate fi definitd o clasa de teorii de
resurse generate de RDM-uri, unde multimea starilor libere are un singur element.
Acestea formeaza fibre in sens matematic, iar fasciculul de fibre generat de ele
formeaza o teorie completa a resurselor. Avand in vedere ca natura setului de
stdri nu este centrald pentru teoria resurselor cuantice [18], acest caz simplu, dar
motivat fizic, ar putea gasi o gama largd de aplicabilitate.

Orice teorie a resurselor definitd pe un spatiu de stari S' are urmatoarele com-
ponente: un set de stiri libere F', un set de stari de resurse S\ F' si un set de operatii
libere F,. Atunci cand operatiile libere sunt aplicate unei stdri, resursa continuta
in aceasta scade sau rdméane aceeasi. Setul de stari libere este alcdtuit din toate
stdrile care nu contin nici o resursa.

Sistemele deschise generate de semigrupuri dinamice au o contractie naturald
incorporatd in ele. Evolutia in timp a unui sistem deschis este descrisa de aplicatia
¢¢. Multimea

<1>={¢>t|t20}

formeaza un semigrup deoarece aplicatia ¢ este asociativa:

¢t ¢s = ¢t+s .
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Aplicatia ¢, este un RDM, deoarece

PooPoop = Pools
iar
d(p, docp)
este masura sa de resurse. Aceasta este o limitd superioara a tuturor corelatiilor
si implicit a informatiei disponibile pentru a fi extrasd din sistem. Putem numi

aceastd resursd informatie libera, similard cu energia liberd, deoarece este o can-
titate disponibild pentru a fi utilizatd in sens practic sau operational.

Propozitie 1 Orice spatiu metric compact (S, d) care are cel putin o aplicatie
(non-triviald) ne-expansivd ¢ pentru acea metricd are cel putin o resursd

(S, d, Fy = {¢¢}).
Metrica d defineste o masurd a resursei prin expresia generald
wp) = it d(p, pr)

si
Fo={¢: S— S|d(opr,dp2) < d(p1,p2), pr1,p2 €S}

este setul maxim de operatii libere. Teoria poate fi rafinatd in continuare prin
limite ale setului de stari (Banach, Hilbert etc.) si operatii libere. Aplicatiile ¢;
sunt generate de iteratia

¢r =" = ¢, (5.1)

unde produsul este operatorul de compozitie ¢;ps = ¢y 0 @s.

Propozitie 2 Orice aplicatie ne-expansivd pe o stare a unui spatiu compact este
o operatie liberd pentru orice resursd din acel spatiu.

Prin definitie, o operatie liberd este o operatie care nu creste resursele, deci o
aplicatie ne-expansivi pentru misura resurselor. In special, operatorul identitate 1
este intotdeauna o operatie libera pentru orice resursa din orice sistem. O versiune
mai puternica a acestei afirmatii poate fi datd cu aplicatii contractive:

Propozitie 3 Orice aplicatie contractivd ¢ si toate iteratiile sale finite @™ sunt
operatii libere pentru orice resursd mdsuratd prin metrica asociatd d pe starea
spatiului (S, d).
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In multe cazuri o teorie a resurselor definitd cu un RDM are multimea de stiri
libere cu un singur element ||F|| = 1. In acest caz teoria resurselor contine o sin-
gura familie si o numim teorie triviald a resurselor (TRT). Prin limitarea multimii
de stdri libere la un singur element, toate restrictiile cauzate de topologia lui F'
sunt evitate. Multimile de un element sunt convexe, afine etc. prin conventie (dar
nu continue). Deoarece existd o singurd stare liberd, teoria resurselor este com-
pusa dintr-o singurd familie care contine fibra resursa si elementul liber. Fiecare
fibra este o mulfime strict ordonatd, pot exista totusi elemente cu aceeasi ma-
surd de resurse 1n intregul fascicul (multimea stérilor cu resurse este preordonata).
Dupd cum vom vedea, in multe cazuri, aceste familii pot fi luate impreuna pentru
a forma o teorie a resurselor mai complexa.

Propozitie 4 Orice operatie contractivd (sau subcontractivd) ¢ pe un spatiu met-
ric compact gi complet (S, d) defineste o TRT cu iteratia $> ca RDM.

Aceasta decurge direct din teorema lui Banach pentru puncte fixe. Fie ¢ o contractie
pe (S, d), atunci

lim ¢" = ¢™ (5.2)
n—oo
este un RDM deoarece
6=¢%p = ). (5.3)
Rezulta ca,
Vp € St pulp) =dp,¢p) (5.4)

este 0 mdsurd pentru resurse. Inversa este de asemenea adevdratd: orice sistem
fizic cu o stare de echilibru Gibbs pp (punct fix) are o metrica contractivad d. Prin
urmare, exista cel putin o operatie contractiva ¢ astfel incat

VpesS: ¢*p=pr (5.5)

si deci un monoton pentru resurse 1(p) = d(p, pr).

Ecuatia master GKLS este echivalentd cu un canal gaussian cu pierderi AL,
pentru o anumita temperaturd 7'

o(t) = Ao (0). (5.6)

Atunci, putem sa prezentdm un caz 1n care TRT ajutd la definirea unei resurse cu
RDM 1n sistemele deschise gaussiene. Stdrile gaussiene nu formeaza o multime
convexd, prin urmare, gasirea unui RDM care este si un canal nu este simpla.
Putem evita aceasta problema folosind o TRT in care diferitele izoterme Ay formeaza
familii de resurse cu A7° ca RDM pentru fiecare. Aceastd resursa poate fi interpre-
tatd ca informatia liberd disponibild in sistem. Mai precis, este proportionald cu
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cantitatea de lucru mecanic care poate fi extras din sistem la o temperaturd data,
inainte ca sistemul sd ajunga la echilibru:

plo(t)) = d(o(t), AFo(t)). (5.7)

Deoarece p(o(t)) pare a fi o limitd superioard pentru toate resursele din sistem
care ar putea fi exploatate, pare a fi analoagd cu informatia mutuald cuantica.
Este de fapt mai asemdndtoare cu coerenta cuanticd care se schimba cu schim-
barea bazei si nu este o proprietate obiectivi a sistemului. In cazul nostru p(o(t))
depinde de izoterma aleasa Ar.

In Fig. 5.1 prezentim evolutia informatiei libere I in functie de timp si tem-
peraturd [68]. [ are valori finite si scade asimptotic la zero in timp sub efectul
bdii termale, ca toate celelalte masuri de corelatie. Cu toate acestea, in acest caz,
baia termald este motorul acestei resurse. Acesta arata cantitatea de lucru mecanic
care poate fi extras din sistem pana cand acesta ajunge la echilibru. Putem spune
cd e proportionald cu timpul cat ar functiona un motor Szilard pana cand ,,arde”
tot combustibilul informational din sistem. Avand in vedere cd un motor Szilard
functioneaza cu informatie, putem deduce in mod natural cd aceasta este o masurd
a cantititii de informatie accesibild prezenta in sistem.

Figura 5.1: Informatia liberd I(¢,7) pentru wy = 1, wy = 1.5, ny,ny = 1,
r=09siA=0.1.



Concluzii

In aceastd tezi am studiat structura si evolutia corelatiilor cuantice prezente
in sistemele cuantice deschise. Am vdzut ca existd corelatii cuantice dincolo de
entanglement, care sunt in prezent explorate amdnuntit de comunitatea teoriei in-
formatiei cuantice. In particular, am analizat evolutia entanglementului, discordu-
lui si coerentei cuantice in sistemele deschise gaussiene si am extins interpretdrile
geometrice ale corelatiilor cuantice.

Initial, discordul geometric a fost propus ca distanta minima pana la o stare
produs folosind norma Hilbert-Schmidt. Toate calculele au fost limitate la sub-
clasa stdrilor termice gaussiene datoritd simplitatii lor matematice. Am luat aceasta
masurd geometricd propusd si am extins aplicarea ei la starile generale gaussiene
care evolueaza in prezenta unui mediu. In acest sens, am vizut ci orice misuri
trebuie sa fie contractiva si ca acest lucru se justificd in cadrul teoriei resurselor.
Distanta Hellinger s-a dovedit a fi o masurd mai bund pentru discordul geometric,
dat fiind ca permite o solutie analitica a problemei de optimizare.

Am propus o cuantificare alternativd la discord 1n regimul asimptotic care
evita cu totul problema de optimizare. S-a dovedit cd aceastd abordare se preteaza
la generalizare in cadrul teoriei resurselor, in special in contextul aplicatiilor care
distrug resursele prezente intr-un sistem. Addugarea acestui cadru matematic rig-
uros la teoria resurselor a condus direct la cuantificarea coerentei folosindu-se de
incercdrile anterioare de a aplica teoria resurselor la conceptul de superpozitie.

Entropia relativd a fost folositd ca o masurd pentru coerenta cuanticd si am
ardtat cd evolutia sa intr-un sistem gaussian deschis nu este in concordanta cu
aproximarea markoviand, ceea ce inseamnd cd poate fi doar o limitd superioard a
oricdrei masuratori de coerentd. Acest lucru rezultd din faptul cd entropia relativa
nu este o metricd adecvatd deoarece nu este contractivi. Am propus ca masurd
pentru coerentd distanta Bures de la o stare la forma sa incoerentd si am calculat
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evolutia sa intr-un sistem cuantic deschis.

Intr-un mod similar, am aritat ci distanta de la o stare la starea sa de echilibru
final oferd o masura pentru cantitatea maxima de informatie utild prezentd Intr-
un sistem. Am numit aceastd mdsurd informatie liberd in analogie cu conceptul
de energie liberd. Aceasta este 0 masurd operationald, in sensul cd se modificd
o datd cu alegerea actiunii asupra sistemului, similar modului in care coerenta se
schimbd cu alegerea bazei. Am calculat evolutia sa in timp unde actiunea asupra
sistemului era expunerea sa la o baie termala.

Rezultatele privind informatia liberd sunt usor generalizabile prin relaxarea
conditiilor pe metrici sau asupra a ceea ce constituie o operatie. In aceasti tezd ne-
am limitat la elementele de baza si am oferit o aplicatie in cadrul teoriei sistemelor
cuantice deschise.

In Fig. 6.1 putem vedea o comparatie intre toate misurile pentru corelatiile
cuantice studiate in tezd. Aceastd imagine este realizatd pe un sistem cu aceeasi
stare initiald, evoluand sub aceiasi parametri de model.
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(a) Entanglement cuantic (b) Discord entropic

(c) Discord geometric (d) Discord asimptotic

(e) Coerenti cuanticd (f) Informatie liberd

Figura 6.1: Toate corelatiile cuantice in functie de timpul ¢ si temperatura 7" pentru doud moduri
bosonice cu frecventele w; = 1 si we = 1.5, numerele medii de fotoni termici n; = 1 si ng = 1,
coeficientul de amortizare A = 0.1 si parametrul de squeezing . = 0.9
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