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Abstract

Dynamics of Quantum Correlations in Gaussian Open Systems

Dinamica Corelaţiilor Cuantice în Sisteme Deschise Gaussiene

Şerban Suciu

În ultimii ani, studiul corelaţiilor cuantice a primit o atenţie deosebită datorită relevanţei
sale pentru fundamentele mecanicii cuantice si teoria informaţiei cuantice.

Aceasta teza analizează degradarea corelaţiilor cuantice, precum entangle-
mentul, discordul şi coerenţa, când un sistem cuantic este expus zgomotului in-
trodus de un mediu. Analiza este facută in contextul teoriei sistemelor deschise
descrise de semigrupuri dinamice complet pozitive, ce descriu intru-totul evoluţia
markoviană a unui sistem deschis.

De asemenea, abordarea corelaţiilor cuantice din punctul de vedere al teoriei
resurselor, conduce la definiţii simple pentru anumite corelaţii cuantice dincolo de
entanglement, precum discordul si coerenţa.

In ultimul rând, arătam ca discordul si coerenţa, analizate cu teoria resurselor,
indica o structură pe care se poate construi o cantitate analoagă cu informaţia
mutuală şi energia libera. Aceasta cuantifică maximul de lucru mecanic oper-
aţional ce poate fi extras dintr-un sistem deschis.
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1
Introducere

Teoria informaţiei cuantice a devenit în ultimii ani un element de bază al
fizicii moderne. O abordare a mecanicii cuantice din punctul de vedere al teoriei
informat,iei cuantice a dat nas, tere multor aplicat,ii în calcul, criptografie s, i optică.
Totul a pornit de la un aparent paradox propus în 1935 de Einstein, Podolsky
s, i Rosen [1], conform căruia informat,ia părea că se propagă mai repede decât lu-
mina. De atunci, as, a-numitul paradox EPR a fost rezolvat, dar mecanismul propus
în lucrare a devenit baza majorităt,ii protocoalelor de informat,ie cuantică. Entan-
glement, as, a cum se numes, te acum, proprietatea unui sistem de a fi inseparabil,
care decurge din principiul superpoziţiei al mecanicii cuantice, a fost de atunci
studiat temeinic s, i încorporat în teoria cuantică.

La începutul secolului, unele articole au arătat că entanglementul este doar
o parte a unui domeniu mai mare de corelat,ii cuantice. Prima clasă mai largă
de corelat,ii cuantice a fost numită discord, care decurge dintr-o nepotrivire între
cuantificarea a două măsuri echivalente în teoria clasica a informat,iei [2, 3, 4].
Acest lucru a deschis o cutie a Pandorei în domeniul teoriei informat,iei cuantice,
ducând la o cursă pentru identificarea altor corelat,ii cuantice dincolo de entan-
glement. S-au făcut eforturi pentru a extinde acest domeniu s, i a încorpora toate
tipurile posibile de corelat,ii, clasice sau de altă natură.

Progresul în dezvoltarea teoriei informat,iei cuantice a venit dintr-o abordare a
teoriei resurselor pentru entanglementul cuantic. Ideea de bază din spatele teoriei
resurselor este de a delimita s, i restrict,iona setul de operat,ii care pot fi efectuate
pe un sistem cuantic. În acest fel, anumite proprietăt,i intrinseci ale sistemului
apar ca „resurse” ce pot fi valorificate s, i manipulate pentru sarcini operat,ionale
specifice. Au fost propuse s, i alte resurse pentru informat,ia cuantică, cum ar fi
discordul (corelat,ii neclasice între sistemele cuantice chiar s, i în stări separabile),
steering (abilitatea unei părt,i de a „dirija” starea altei părt,i îndepărtate prin mă-
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2 CHAPTER 1. INTRODUCERE

surători locale), coerent,a (necesară pentru ca corelat,iile cuantice să fie prezente),
concurent,a (gradul de încrucis, are prezent într-o stare comună) s, i multe altele
[5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].

Teza urmează o ordine cronologică a evenimentelor. Init,ial, accentul e pe
conceptul de discord cuantic s, i rolul său esent,ial în natura corelat,iilor prezente
în sistemele cuantice deschise. O adăugare relativ recentă la teoria informat,iei
cuantice, discordul cuantic, a atras o atent,ie semnificativă datorită capacităt,ii sale
de a capta s, i cuantifica corelat,ii, chiar s, i în stări care nu sunt entangled. Cu toate
acestea, introducerea sa a fost destul de arbitrară, rezultând dintr-o nepotrivire
a două măsuri echivalente din teoria clasică a informat,iei care, atunci când sunt
cuantificate, dau rezultate diferite, de unde s, i numele de discord. O primă idee
a fost de a oferi o descriere cuantică directă folosind geometria stărilor cuantice
care a dus la as, a-numitul discord geometric. Aici, alegerea metricii este extrem
de importantă s, i a dat nas, tere unui număr mare de rezultate [21, 22, 23, 24, 25].
Introdus în 2010 [26], a fost contestat în 2012 [27], dar ideea de a folosi distant,a
până la cea mai apropiată stare fară resurse pentru a defini o măsură pentru resursa
respectivă a rămas. Problemele au provenit în mare parte din alegerea unor metrici
necontractive s, i neconvexitatea spat,iului subiacent.

În timp, coerent,a cuantică a fost propusă ca o condit,ie necesară pentru ca orice
corelat,ii cuantice să fie prezente într-un sistem [28]. Este strâns legată de concep-
tul de superpoziţie, iar articolele anterioare despre superpoziţie s-au dovedit a fi
relevante în cuantificarea coerenţei [29]. Cuantificarea coerent,ei a dat nas, tere
teoriei resurselor, fiind introdusă ca o modalitate bună de a o măsura [30]. Având
în vedere succesul său, a început o altă cursă, în care teoria resurselor a fost extinsă
pentru a cuantifica toate celelalte corelat,ii descoperite până acum. Încercarea de
a aplica teoria resurselor la entanglement s, i discord s-a dovedit destul de dificilă,
dar a oferit o înt,elegere solidă a naturii corelat,iilor generale în sistemele deschise.
În cele din urmă, a fost introdus un cadru matematic riguros odată cu crearea apli-
caţiilor de distrugere a resurselor [19], care au explicat limitările abordării teoriei
resurselor în teoria informat,iei cuantice.

Scrierea acestei teze a început imediat după introducerea discordului geomet-
ric. Scopul init,ial a fost extinderea rezultatelor la dinamica sistemelor deschise
gaussiene. Des, i a avut succes în acest demers, abordarea geometrică încă nu
explică pe deplin discordul, nu existată o structură clară a corelat,iilor prezente
în sistemele deschise. Introducerea coerent,ei cuantice a dovedit că discordul nu
a fost ultima frontieră s, i a lăsat deschisă întrebarea despre cum se potrivesc toate
aceste măsuri împreună. În cele din urmă, un răspuns a venit din cadrul teoriei
resurselor.
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Teza este structurată în felul următor:

Capitolul 1 conţine Introducerea.

Capitolul 2 este o privire de ansamblu asupra sistemelor deschise cuantice.
Acestea sunt sisteme cuantice care evoluează sub influent,a unui mediu extern.
Mai exact, luăm în considerare cazul variabilelor continue s, i stărilor gaussiene,
încheind cu o descriere analitică completă a evolut,iei unui sistem deschis gaus-
sian, as, a-numita ecuat,ie master GKLS. De asemenea, oferim o simulare pentru
evolut,ia entanglementului într-un astfel de sistem în scopul stabilirii unui punct de
referint, ă pentru tipurile mai exotice de corelat,ii cuantice prezente în restul tezei.

Capitolul 3 introduce discordul cuantic. Începem cu o scurtă prezentare gen-
erală a entropiilor cuantice s, i prima definit,ie propusă pentru o măsură generală
a „cuanticitaţii” unei stări, numit discordul entropic. Arătăm că modificările ul-
terioare ale acestei definit,ii, în principal prin adoptarea unei perspective geomet-
rice, pot oferi o mai bună înt,elegere a conceptului. Prezentăm rezultatul obt,inut
din studiul discordului geometric s, i îl extindem la o abordare proto-teoretică a
resurselor privind corelat,iile cuantice. Aceste rezultate sunt obt,inute înainte de
2016, când a avut loc o inovare în teoria resurselor cuantice, care oferă un cadru
pentru studiul tuturor corelat,iilor generale din sistemele cuantice.

Capitolul 4 conţine o prezentare a cadrului oferit de teoria resurselor cu apli-
caţii in teoria informat,iei cuantice. Aceasta se bazează pe conceptul de aplicaţii
care distrug resursele şi oferă o descriere matematică riguroasă a diferitelor mă-
suri de corelaţii care pot fi definite în sistemele cuantice. Prezentam rezultatele
obt,inute prin utilizarea acestui cadru în studiul coerent,ei cuantice, o clasă mai
mare de corelat,ii generale.

În Capitolul 5 arătăm că acest cadru poate fi folosit pentru a defini cea mai
mare clasă de corelat,ii generale prezente într-un sistem deschis. Aceasta este o
limită superioară a informat,iei utile din punct de vedere operat,ional, prezentă într-
un sistem, şi o numim informaţie liberă. Cu această cantitate putem vedea în
sfârs, it o radiografie a structurii informat,iei clasice s, i cuantice prezente într-un sis-
tem cuantic deschis gaussian.

Capitolul 6 conţine concluziile tezei. Se încheie cu o imagine care prezintă o
simulare a tuturor măsurilor diferite studiate în această teză, evaluată cu aceiaşi
parametri pentru diferitele măsuri.



4 CHAPTER 1. INTRODUCERE



2
Sisteme Deschise Gaussiene

Un sistem cuantic deschis este un sistem care interact,ionează cu un mediu
extern, ducând la fenomene precum decoerent,a s, i disiparea. Printre diferitele
tipuri de sisteme cuantice deschise, sistemele deschise gaussiene au atras o atent,ie
deosebită datorită relevant,ei lor matematice în optica cuantică s, i teoria informat,iei
cuantice. Sistemele deschise gaussiene sunt o subclasă de sisteme cuantice de-
schise în care sistemul s, i mediul sunt ambele descrise de stări gaussiene. Aceste
stări sunt pe deplin caracterizate prin primul s, i al doilea moment statistic, garan-
tând astfel o descriere analitică. Evolut,ia sistemelor gaussiene prin operat,ii liniare
le păstrează natura gaussiană, o caracteristică cheie în simplificarea descrierii lor
matematice.

În general, se încearcă separarea unui sistem mare în două părt,i, sistemul de
interes s, i un mediu mult mai mare. Mediul este descris cu o rezolut,ie mai mică,
ca să spunem as, a, concentrându-ne pe subsistemul interesant. Acest lucru face ca
evolut,ia în timp a sistemului deschis să nu fie unitară, deoarece odată ce informat,ia
„se scurge” în mediu, aceasta nu poate reveni.

Sistem ρ ∈ [S + E](HS ⊗HE)

ρS ∈ S(HS)

Sistem Deschis
↔ρE ∈ E(HE)

Mediu

(2.1)

5
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Rezolvarea ecuat,iilor de mis, care pentru sistemul total este, în general, o prob-
lemă insolubilă. Dacă presupunem, totus, i, timpi scurti de corelare cu mediul s, i ig-
norăm orice efecte de memorie, dinamica redusă a sistemului poate fi aproximată.
Aceasta se numes, te aproximare markoviană, iar dinamica sistemului deschis poate
fi exprimată în termeni de aplicaţii dinamice care formează un as, a-numit semigrup
dinamic cuantic.

Formal, un semigrup dinamic cuantic este format dintr-o familie cu un parametru
de aplicaţii ϕt (t ≥ 0) luate dintr-o algebră von Neumann care act,ionează asupra
unui spat,iu Hilbert, astfel încât [36]:

1. ϕt este pozitivă

2. ϕt lasă elementul neutru 1 neschimbat: ϕt(1) = 1

3. ϕt, ϕs sunt asociative: ϕtϕs = ϕt+s

4. ϕ0 este element neutru: limt→0 ϕt(ρ) = ρ

5. ϕt este normală.

Ideal, dacă am putea descrie evoluţia unitară a sistemului total, am recupera
starea sistemului de interes din urma parţială peste mediu ρS(t) = trE ρ(t). Alter-
nativ, dacă starea mediului ρE s, i timpul final t sunt fixe, atunci ϕt este o aplicaţie
dinamică care act,ionează asupra spat,iului Hilbert al sistemului deschis

ϕt : S(HS) 7→ S(HS)

s, i descrie schimbarea stării sistemului deschis în timp:

ρ(0) =ρS(0)⊗ ρE
Evoluţie unitară−−−−−−−→ ρ(t) = U(t)[ρS(0)⊗ ρE]U

†(t)

trE ρ
y y trE ρ

ρS(0)
Aplicaţie dinamică−−−−−−−−−→ ρS(t) = ϕt(ρS(0)). (2.2)

Pentru orice semigrup dinamic cuantic există o aplicaţie liniară L, numită lind-
bladian, care generează semigrupul

ϕt = eLt. (2.3)

Pentru orice evoluţie de forma

ρ(t) = ϕtρ(0) = eLtρ(0) (2.4)



2.1. ECUAŢIA MASTER GKLS 7

nu este posibilă găsirea stărilor ρ(t) cu t < 0 care evoluează în ρ(0). Aceasta
înseamnă că domeniul operatorului eLt este contractiv pentru cres, terea t, sau cu
alte cuvinte, nu este inversabil în spat,iul total al stărilor. Aceasta are ca rezultat
o evolut,ie neunitară, ireversibilă către viitor, sugerând producerea de entropie s, i
pierderea de informat,ie (evoluţie markoviană).

2.1 Ecuaţia Master GKLS

Cea mai generală, complet solubilă analitic, descriere a evolut,iei ireversibile în
timp a unui sistem deschis este dată de ecuat,ia cuantică master Gorini-Kossakowski-
Lindblad-Sudarshan (GKLS). Aceasta descrie evolut,ia markoviană a sistemului
indusă de semigrupurile dinamice cuantice. Putem exprima această ecuat,ie în
variabile continue pentru o stare gaussiană cu două moduri ρ(t) în reprezentarea
Schrödinger [36, 39, 40]:

dρ(t)

dt
= − i

ℏ
[H, ρ(t)] +

1

2ℏ
∑
j

(2Vjρ(t)V
†
j − {ρ(t), V †

j Vj}+). (2.5)

Aici, H denotă hamiltonianul sistemului deschis, iar operatorii Vj, V
†
j , definit,i

pe spat,iul Hilbert al hamiltonianului H, reprezintă interact,iunea sistemului de-
schis cu mediul. Natura gaussiană a stării este păstrată în timpul evolut,iei în timp
a sistemului dacă starea init,ială este gaussiană [41].

Hamiltonianul a doi oscilatori armonici nerezonant,i, necuplat,i, de masă m s, i
frecvent,e ω1, ω2 este

H =
1

2m
(p2x + p2y) +

m

2
(ω2

1x
2 + ω2

2y
2), (2.6)

unde x, y sunt coordonatele, px, py sunt momentele celor două moduri bosonice
s, i Vj, V

†
j sunt luate polinoame de gradul întâi în aceste observabile canonice (j =

1, 2, 3, 4) [41]:

Vj = axjpx + ayjpy + bxjx+ byjy, (2.7)

V †
j = a∗xjpx + a∗yjpy + b∗xjx+ b∗yjy, (2.8)

unde axj, ayj, bxj, byj ∈ C.
Starea gaussiană bipartită, cu două moduri ρ(t) are matricea de covariant, ă
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σ(t) =


σxx(t) σxpx(t) σxy(t) σxpy(t)
σxpx(t) σpxpx(t) σypx(t) σpxpy(t)
σxy(t) σypx(t) σyy(t) σypy(t)
σxpy(t) σpxpy(t) σypy(t) σpypy(t)

 ≡
(

A C
CT B

)
, (2.9)

ce poate fi scrisă în formă standard:

σ(t) =


a(t) 0 c(t) 0
0 a(t) 0 d(t)

c(t) 0 b(t) 0
0 d(t) 0 b(t)

 ≡
(

A C
CT B

)
, (2.10)

cu condiţia că detA, detB, detC şi detσ(t) rămân invariante.
Ecuat,iile de mis, care pentru corelat,iile cuantice ale coordonatelor şi momentele

celor două moduri sunt următoarele [41]:

dσ(t)

dt
= Xσ(t) + σ(t)XT + 2D, (2.11)

unde

X =


−λ 1/m 0 0

−mω2
1 −λ 0 0

0 0 −λ 1/m
0 0 −mω2

2 −λ

 , (2.12)

D =


Dxx Dxpx Dxy Dxpy

Dxpx Dpxpx Dypx Dpxpy

Dxy Dypx Dyy Dypy

Dxpy Dpxpy Dypy Dpypy

 , (2.13)

iar coeficient,ii de difuzie Dxx, Dxpx ,... s, i constanta de disipare λ sunt mărimi
reale.

Soluţia pentru ecuaţia dependentă de timp (2.11) este dată de [41]

σ(t) = eXt[σ(0)− σ(∞)]
(
eXt
)T

+ σ(∞), (2.14)

unde eXt trebuie să îndeplinească condit,ia limt→∞ eXt = 0.
Valorile la infinit se obt,in din ecuat,ia

Xσ(∞) + σ(∞)XT = −2D. (2.15)
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Dacă presupunem că starea asimptotică a sistemului deschis este o stare Gibbs
ce corespunde la doi oscilatori armonici cuantici independent,i în echilibru termic
la temperatura T , atunci coeficient,ii de difuzie cuantică au următoarea formă [40]:

D =


λ

2mω1
coth ω1

2T
0 0 0

0 λmω1

2
coth ω1

2T
0

0 0 λ
2mω2

coth ω2

2T
0

0 0 0 λmω2

2
coth ω2

2T

 , (2.16)

iar ecuaţia este întru totul rezolvabilă analitic.

2.2 Entanglementul în Sisteme Deschise Gaussiene

Entanglementul este proprietatea cea mai studiată a teoriei informat,iei cuan-
tice s, i stă la baza majorităt,ii protocoalelor s, i schemelor de calcul cuantic. Este
studiat pe larg în literatură s, i a fost extins la sisteme deschise [42]

Ca un exemplu de evolut,ie a corelat,iilor cuantice într-un sistem deschis, en-
tanglementul cuantic are o descriere destul de simplă în sistemele de variabile
continue, în termeni de negativitate logaritmică [43, 44, 45]:

E = max{− log2[2ν̃−], 0}, (2.17)

unde ν̃− este cea mai mică valoare simplectică a transpusei part,iale σ̃ a matricei
de covariant, ă σ. Pentru valorile pozitive − log2[2ν̃−] determină puterea entangle-
mentului, iar pentru valorile seminegative − log2[2ν̃−] ≤ 0 starea este separabilă.

Evolut,ia în timp a entanglementului între două moduri bosonice necuplate la
o temperatură dată T a băii termice este descrisă de ecuat,ia GKLS

E(t, T ) = max{− log2[2ν̃−(σ(t, T ))], 0} (2.18)

cu parametrii modelului ales, i pentru masă (m, luat,i de obicei ca 1), coeficientul
de amortizare (λ), frecvent,ele modurilor bosonice (ω1 s, i ω2), numărul mediu de
fotoni termici asociat,i celor două moduri (n1 s, i n2) s, i parametrul de squeezing (r).

Pentru a face simularea, o stare init,ială este luată în mod arbitrar. Aceasta
este de obicei o stare termică, deoarece este mai us, or de tratat matematic s, i este
predominantă în literatură. În general, starea nu îs, i păstrează caracterul termic in
evolut,ia sistemului deschis.

Rezultatele sunt prezentate în Fig. 2.1. Pentru orice temperatură pozitivă
T > 0, negativitatea logaritmică devine zero într-un timp finit, un fenomen nu-
mit moartea subită a entanglementului. Pentru T = 0, negativitatea logaritmică
rămâne strict pozitivă pentru timpi finit,i s, i tinde la zero în regimul asimptotic.
Orice stare init,ială separabilă rămâne separabilă pentru orice timp s, i temperatură.
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Figura 2.1: Evolut,ia negativităt,ii logaritmice a entanglementului E(t, T ) pentru
două moduri bosonice de frecvent,e ω1 = 1, ω2 = 1.5, numărul mediu de fotoni
termici n1 = 1, n2 = 1, parametrul de squeezing r = 0.9 şi coeficientul de
amortizare λ = 0.1.



3
Discordul Cuantic

Entanglementul nu este singurul tip de corelat,ie cuantică care există. Un alt
concept important este cel de discord cuantic, care se referă la corelat,iile non-
clasice care apar între două sisteme cuantice chiar s, i atunci când acestea sunt
separabile.

Studiul discordului cuantic a câs, tigat o atent,ie semnificativă în ultimii ani da-
torită potent,ialelor sale aplicat,ii în procesarea informat,iei cuantice, criptografia
cuantică s, i metrologia cuantică. Conceptul de discord cuantic a fost propus în
2001 [3, 4] ca măsură a corelat,iilor cuantice totale prezente într-un sistem s, i cuan-
tifică perturbarea cauzată de o măsurătoare.

Dacă măsurăm entropia relativă de la un sistem cuantic la el însus, i când acesta
e necorelat (ρ = ρA ⊗ ρB, cu ρA = trB ρ s, i ρB = trA ρ) obt,inem

S(ρ||ρA ⊗ ρB) = S(ρA) + S(ρB)− S(ρ). (3.1)

Aceasta este variaţia entropiei von Neumann care rezultă din luarea urmei pe sub-
sisteme s, i este o măsură a pierderii de informat,ie. Aceasta este analoagă cu o
măsură din teoria probabilităt,ii clasice numită informat,ie mutuală, definită ca

I(X, Y ) = DKL(P(X,Y )||PX ⊗ PY ), (3.2)

unde DKL este divergent,a Kullback–Leibler (sau entropia relativă în fizică) s, i
P(X,Y ) este distribut,ia comună a variabilelor aleatoare X s, i Y cu distribut,ii marginale
de probabilitate PX s, i, respectiv, PY . Informat,ia mutuală este nenegativă, simet-
rică s, i poate fi exprimată în termeni de entropie comună s, i condit,ională, după cum
urmează:

I(X, Y ) ≡ H(X) +H(Y )−H(X, Y ) (3.3)
≡ H(X)−H(X|Y ) (3.4)
≡ H(Y )−H(Y |X), (3.5)

11
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unde H(X, Y ) este entropia comună s, i H(X|Y ), H(Y |X) sunt entropii condit,ionale.
Expresia entropiei comune are un analog direct în teoria informat,iei cuantice, en-
tropia relativă. Cu toate acestea, expresiile care depind de entropia condit,ională
dau un rezultat diferit atunci când sunt cuantificate, ceea ce înseamnă că, des, i
aceste expresii sunt echivalente în teoria clasică a informat,iei, ele nu sunt egale în
teoria informat,iei cuantice:

I(ρ) = S(ρA) + S(ρB)− S(ρ) ̸= S(ρA)− S(ρA|B) (3.6)
̸= S(ρB)− S(ρB|A). (3.7)

Această descoperire a condus la ideea că ar putea exista s, i alte corelat,ii non-
clasice dincolo de entanglement. Gradul de neconcordanţă dintre aceste două expresii
a fost numit „discord” s, i este prima astfel de corelat,ie propusă.

3.1 Discordul Entropic

Pentru o stare bipartită arbitrară ρ ≡ ρAB, corelat,iile totale sunt exprimate prin
informat,ia mutuală cuantică, analogul cuantic al informat,iei mutuale Shannon:

I(ρ) = S(ρA) + S(ρB)− S(ρ), (3.8)

unde ρA = trB ρ s, i ρB = trA ρ reprezintă matricile reduse de densitate ale subsis-
temelor A s, i respectiv B, iar S(ρ) este entropia von Neumann.

Henderson s, i Vedral au propus o măsură a corelat,iilor clasice bipartite J(ρ) [3]
bazată pe un set complet de proiectori locali {Πk} pe subsistemul B: corelat,iile
clasice din starea cuantică bipartită ρ sunt date de

J(ρA|B) = S(ρA)− inf
{Πk}

S(ρA|Πk
), (3.9)

unde
S(ρA|ΠB

) =
∑
k

pkS(ρA|Πk
) (3.10)

este entropia condit,ională a subsistemului A s, i inf{Πk} S(ρA|Πk
) reprezintă val-

oarea minimă a entropiei în raport cu un set complet de măsurători locale {Πk}.
Aici, pk este probabilitatea de măsurare pentru al k-lea proiector local Πk

pk = tr[ρΠk] (3.11)

s, i ρA|Πk
indică starea redusă a subsistemului A după măsurătorile locale pe sub-

sistemul B:

ρA|Πk
=

1

pk
trB[ρΠk] =

trB[ρΠk]

tr[ρΠk]
. (3.12)
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Aceste două măsuri, I(ρ) s, i J(ρA|B), dau acelas, i rezultat când sunt exprimate
în mod clasic. Cuantificarea lor dă rezultate diferite s, i devin „discordante”, ca să
spunem as, a. Prin urmare, discordul cuantic este definit de

D(ρA|B) = I(ρ)− J(ρA|B). (3.13)

O interpretare simplă poate conduce la concluzia că unul dintre ele măsoară
corelat,iile totale, iar celălalt doar pe cele clasice, prin urmare diferent,a lor va
fi gradul de „cuanticitate” al unei stări. În realitate, există o nuant, ă ascunsă
aici. Zurek a interpretat discordul ca diferent,a dintre eficient,a demonilor Maxwell
cuantici s, i clasici [47]. Este câs, tigul în eficient, ă al unui motor Szilard (un mo-
tor abstract care funct,ionează pe informat,ie) dacă este alimentat cu informat,ie
cuantică în loc de informaţie clasică. De asemenea, poate fi interpretat drept can-
titatea de informat,ie pe care un observator clasic o omite atunci când încearcă să
descrie un sistem cuantic [48]. Acestea sunt doar câteva dintre interpretările lui
Zurek, există şi altele.

Discordiul cuantic gaussian al unei stări gaussiene generale cu două mod-
uri ρ este definit ca discordul entropic cuantic în care entropia condit,ională este
restrict,ionată la măsurători gaussiene cu valori pozitive ale operatorilor (GPOVM)
generalizaţi în al doilea mod. Cu alte cuvinte, mult,imea de POVM-uri Πk din en-
tropia condit,ională S(ρA|ΠB

) este restrânsă la operat,ii gaussiene, adică păstrează
natura gaussiană a stării. Această restrict,ie măsoară doar limita superioară a dis-
cordului cuantic, deoarece stările gaussiene nu formează o mult,ime convexă.

Entropia von Neumann S(ρ) a unei stări gaussiene cu două moduri ρ depinde
numai de spectrul simplectic al matricii sale de covariant, ă σ(ρ),

σ(ρ) =

(
A C
CT B

)
,

cu
S(ρ) = f(ν−) + f(ν+) (3.14)

şi

f(x) =
x+ 1

2
log

x+ 1

2
− x− 1

2
log

x− 1

2
. (3.15)

Aici, ν∓ sunt valorile proprii simplectice, date de

2ν2
∓ = ∆∓

√
∆2 − 4 detσ, (3.16)

unde ∆ este seralianul

∆ = detA+ detB + 2detC. (3.17)
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Expresia finală a discordului entropic gaussian

De(σ) = I(σ)− J(σ) (3.18)

în termeni de invarianţi simplectici este [49, 51, 52]:

De(σ) = f(
√
β)− f(ν−)− f(ν+) + f(

√
ε), (3.19)

unde

ε =



2γ2 + (β − 1)(δ − α) + 2|γ|
√

γ2 + (β − 1)(δ − α)

(β − 1)2
,

dacă (δ − αβ)2 ≤ (β + 1)γ2(α + δ)

αβ − γ2 + δ −
√

γ4 + (δ − αβ)2 − 2γ2(δ + αβ)

2β
,

altfel.

(3.20)

Invariant,ii simplectici {α, β, γ, δ} sunt cei trei determinant,i ai matricilor bloc s, i
determinantul matricii de covariant, ă:

α ≡ detA, β ≡ detB, γ ≡ detC, δ ≡ detσ. (3.21)

În Fig. 3.1 este prezentată evoluţia discordului entropic gaussian pentru stari
init,iale termice comprimate (squeezed) de două moduri sub forma

σ =


a 0 c 0
0 a 0 −c
c 0 b 0
0 −c 0 b

 , (3.22)

cu elementele de matrice date de

a = n1 cosh
2 r + n2 sinh

2 r +
1

2
cosh 2r, (3.23)

b = n1 sinh
2 r + n2 cosh

2 r +
1

2
cosh 2r, (3.24)

c =
1

2
(n1 + n2 + 1) sinh 2r. (3.25)

Aici, n1, n2 sunt numărul mediu de fotoni termici asociaţi celor două moduri s, i r
este parametrul de squeezing.

După cum putem vedea, discordul entropic are o evolut,ie asimptotică în timp
pentru toate stările init,iale non-produs, spre deosebire de entanglement cu as, a-
numita moarte subită a entanglementului. Utilitatea sa pentru protocoalele cuan-
tice nu este evidentă, mai ales pentru valori scăzute. Cu toate acestea, demon-
strează prezent,a corelat,iilor non-clasice în majoritatea stărilor cuantice s, i oferă o
modalitate de a măsura gradul de „cuanticitate” al unei stări.
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Figura 3.1: Discordul entropic De(t, T ) în funcţie de timpul t s, i temperatura
T pentru două moduri bosonice cu frecvent,ele ω1 = 1 s, i ω2 = 0.5, numerele
medii de fotoni termici n1 = 1 s, i n2 = 2, coeficientul de amortizare λ = 0.1 s, i
parametrul de squeezing r = 0.5.



16 CHAPTER 3. DISCORDUL CUANTIC

3.2 Discordul Hilbert-Schmidt

Deoarece discordul entropic a fost introdus în urma unei descoperiri arbitrare,
s-au făcut încercări de a oferi o definit,ie mai intuitivă a acestuia. O propunere a
fost interpretarea geometrică, în care gradul de „cuanticitate” al unei stări poate fi
definit ca distant,a de la acea stare până la cea mai apropiată stare clasică. Astfel,
intuitiv, o stare poate fi considerată ca fiind mai cuantică dacă este mai departe de
stările clasice.

Prima propunere a folosit cea mai simplă abordare pentru a stabili o condit,ie
necesară s, i suficientă pentru existent,a discordului cuantic în stări bipartite [26].
Propune o modalitate geometrică de cuantificare a discordului cuantic, care nece-
sită minimizarea normei pătrate în spat,iul Hilbert-Schmidt dintre starea de interes
s, i mult,imea stărilor zero-discord.

Astfel, discordul geometric poate fi definit ca perturbat,ie minimă, măsurată în
termenii distant,ei Hilbert-Schmidt pătrate, indusă pe starea ρAB de orice măsură-
toare proiectivă ΠB pe subsistemul B:

DG(ρ) = inf
ΠB

||ρ− ΠB(ρ)||22. (3.26)

Discordul geometric gaussian (GGD) este distant,a Hilbert-Schmidt pătrată
minimă dintre o stare gaussiană s, i cea mai apropiată stare „cuantică clasică”,
obt,inută după un GPOVM generalizat local efectuat doar pentru o singură parte.
Astfel, pentru stările gaussiene ΠB poate fi limitat la măsurători gaussiene, păstrând
caracterul stării.

Expresia pentru GGD exprimata în funcţie de matrici de covarianţă este:

DG(σ) = inf
σB

(
1√
detσ

+
1√

det(σA ⊕ σB)
− 2√

det[(σ + σA ⊕ σB)/2]

)
,

(3.27)
şi implică o problemă de optimizare pe al doilea subsistem. Acest lucru poate
fi rezolvat analitic pentru unele cazuri particulare, cel mai notabil pentru stările
termice comprimate. Chiar dacă pornim de la stări termice, evolut,ia sistemului sub
influent,a unei băi termale nu păstrează natura acestei stări. Astfel, se poate calcula
doar discordul unor stări ce formeaza o mulţime de măsură zero. Problema de
optimizare se rezolvă pentru cazul general al oricărei stări gaussiene prin metode
numerice [56].

Evolut,ia GGD este ilustrată în Fig. 3.2, unde reprezentăm dependent,a DG de
timpul t s, i temperatura T . Dinamica GGD a celor două moduri bosonice depinde
puternic de parametrii care caracterizează sistemul s, i de coeficient,ii care descriu
interact,iunea sistemului cu rezervorul.
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În general, DG oscilează în timp, apropiindu-se asimptotic de zero pentru
timpi mari. Există totus, i o except,ie, când cele două moduri au ω1 = ω2 = 1. În
acest caz, oscilat,iile dispar complet s, i DG seamănă cu discordul entropic, as, a cum
se arată în Fig. 3.2a. Oscilat,iile au o frecvent, ă mai mare atunci când numerele
medii de fotoni termici ale celor două moduri sunt mai mari s, i este mai us, or de
observat atunci când parametrul de squeezing este mai mic. Aceste oscilat,ii apar
chiar dacă DG are valoarea init,ială zero, as, a cum se arată în Fig. 3.2c.

Din figuri putem observa că, în general, discordul geometric oscilează. Acest
lucru indică faptul că o cantitate de informat,ie este transferată înapoi din mediu
după disipare. Cu toate acestea, lucrăm în aproximarea Markoviană care nu im-
plică efecte de memorie, astfel încât această informat,ie ar trebui să fie pierdută.
Fie sistemul nostru este non-markovian, fie măsura noastră este gres, ită. Concluzia
este că distant,a Hilbert-Schmidt este necontractivă s, i nu este o alegere bună, în
sensul că expunerea la zgomotul mediului ar trebui să reducă corelat,iile s, i o mă-
sură adecvată ar reflecta acest lucru.
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(a) Discordul geometric DG(t, T ) în funcţie de timpul t s, i temperatura T pentru două moduri
bosonice cu frecvent,ele ω1 = 1 s, i ω2 = 1, numerele medii de fotoni termici n1 = 0.1 s, i n2 = 0.5,
coeficientul de amortizare λ = 0.1 s, i parametrul de squeezing r = 0.6.

(b) Discordul geometric DG(t, T ) în
funcţie de timpul t s, i temperatura T pentru
două moduri bosonice cu frecvent,ele ω1 =
1 s, i ω2 = 0.5, numerele medii de fotoni ter-
mici n1 = 0.1 s, i n2 = 0.5, coeficientul de
amortizare λ = 0.1 s, i parametrul de squeez-
ing r = 0.6.

(c) Discordul geometric DG(t, T ) în
funcţie de timpul t s, i temperatura T pentru
două moduri bosonice cu frecvent,ele ω1 =
1 s, i ω2 = 0.5, numerele medii de fotoni ter-
mici n1 = 0.1 s, i n2 = 0.5, coeficientul de
amortizare λ = 0.1 s, i parametrul de squeez-
ing r = 0.

Figura 3.2: Evolut,ia discordului geometric gaussian într-un sistem deschis.
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3.3 Discordul Hellinger

Putem defini discordul geometric folosind o distant, ă mai bună, s, i anume distant,a
Hellinger. Această măsură duce natural şi la o problemă de optimizare mai us, oară,
care poate fi rezolvată analitic. Prin natura măsurilor bazate pe distant, ă între
o stare s, i cea mai apropiată stare fără discord (stare produs), se captează toate
corelat,iile (cuantice s, i clasice) dintre moduri. Prin urmare, este doar o limită su-
perioară a discordului, indiferent de distant,a aleasă.

Distant,a Hellinger este strâns legată de fidelitatea Uhlmann s, i distant,a Bures.
În statistica clasică distant,a Hellinger este o măsură a similitudinii dintre două
distribut,ii de probabilitate. În mecanica cuantică, distant,a Hellinger dH între două
stări ρ s, i χ este dată de

d2H(ρ, χ) = tr(
√
ρ−√

χ)2 = 2− 2A(ρ, χ), (3.28)

unde
A(ρ, χ) = tr(

√
ρ
√
χ) (3.29)

este as, a-numita afinitate, un alt analog cuantic pentru suprapunerea a două distribut,ii
de probabilitate. Afinitatea este o mărime nenegativă care poate fi privită ca o mă-
sură de distinct,ie între două stări cuantice. Valoarea sa maximă 1 este atinsă dacă
cele două stări cuantice coincid.

Dacă ne limităm la stările cuantice gaussiene s, i considerăm că G0 este mult,imea
tuturor stărilor gaussiene care sunt corelate doar clasic, adică cele produs, atunci
discordul Hellinger DH este

DH(ρ) = min
χ∈G0

1

2
d2H(ρ, χ) = 1−max

χ∈G0

A(ρ, χ). (3.30)

Putem presupune că DH(ρ) este zero dacă ρ cont,ine doar corelat,ii clasice.
Pentru a simula evolut,ia în timp a discordului Hellinger sub influent,a unui

mediu, putem lua drept stări gaussiene init,iale ale subsistemului nostru stări de
două moduri termice comprimate. Calculăm apoi discordul geometric Hellinger
DH în funct,ie de timp s, i temperatură [58]. Evolut,ia lui DH este ilustrată în Fig.
3.3a. După cum se vede, are valori finite între 0 s, i 1 s, i scade asimptotic la zero
în timp sub efectul băii termale. Dacă parametrul de squeezing r este egal cu
zero, atunci DH este zero în orice moment de timp, la orice temperatură. Pentru
comparat,ie, Fig. 3.3b s, i 3.3c arată discordul Hilbert-Schmidt DG [56] s, i, respec-
tiv, discordul entropic De [52, 59], folosind aceias, i parametri pentru model.

Deoarece distant,a Hellinger este contractivă, oscilat,iile din discordul Hilber-
Schmidt dispar, oferind o măsură mai bună a discordului cuantic în aproximarea
markoviană. Cu toate acestea, este destul de dificil de calculat s, i există încă un
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oarecare arbitrariu în alegerea distant,ei. Probabil că orice distant, ă contractivă va
da un rezultat favorabil, des, i amplitudinea măsurii nu este definită în raport cu alte
proprietăt,i. Putem încerca să dăm un sens operat,ional măsurilor geometrice. O
abordare este de a defini o măsură abstractă µ ca distant,a d de la starea de interes
ρ până la starea finală rezultată după terminarea unui proces fizic Γ(ρ) care a
acţionat pe sistem: µ(ρ) ≡ d(ρ, Γ(ρ)).
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(a) Discordul Hellinger DH(t, T ) în funcţie de timpul t s, i temperatura T pentru două moduri
bosonice cu frecvent,ele ω1 = 1 s, i ω2 = 0.5, numerele medii de fotoni termici n1 = 1 s, i n2 = 2,
coeficientul de amortizare λ = 0.1 s, i parametrul de squeezing r = 0.5.

(b) Discordul Hilbert-Schmidt DG(t, T ) în
funcţie de timpul t s, i temperatura T pentru
două moduri bosonice cu frecvent,ele ω1 =
1 s, i ω2 = 0.5, numerele medii de fotoni
termici n1 = 1 s, i n2 = 2, coeficientul de
amortizare λ = 0.1 s, i parametrul de squeez-
ing r = 0.5.

(c) Discordul entropic De(t, T ) în funcţie
de timpul t s, i temperatura T pentru două
moduri bosonice cu frecvent,ele ω1 = 1 s, i
ω2 = 0.5, numerele medii de fotoni termici
n1 = 1 s, i n2 = 2, coeficientul de amortizare
λ = 0.1 s, i parametrul de squeezing r = 0.5.

Figura 3.3: Comparaţie între discordul Hellinger (sus), discordul Hilbert-Schmidt
(stânga jos) şi discordul entropic (dreapta jos) folosind aceias, i parametri pentru
model.
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3.4 Discordul Asimptotic

Evolut,ia unui sistem prezisă de ecuat,ia master GKLS asigură scăderea asimp-
totică a discordului cuantic, astfel încât stările fără discord apar doar la timp infinit
(dacă stările de la care pornim nu sunt stări produs). Ne putem gândi la act,iunea
mediului asupra subsistemului de interes ca la un proces măsurabil, pentru care
putem defini o măsură matematică. Distant,a până la starea finală poate fi privită
ca şi cantitatea de discord încă prezentă în subsistem.

Ecuat,ia master GKLS este în esent, ă un canal gaussian ΛT,t pentru o anumită
temperatură T s, i timp t. Spat,iul matematic are structură exponent,ială, prin ur-
mare, pentru t = 1, putem defini simplu

ΛTσ ≡ ΛT,1σ (3.31)

s, i să punem parametrul de timp ca exponent, astfel încât

σ(t) = Λt
Tσ(0), (3.32)

unde Λ2 = Λ ◦ Λ ≡ ΛΛ. Daca presupunem că starea asimptotică

σ∞ = Λ∞
T σ(0) (3.33)

este o stare Gibbs care corespunde celor două moduri în echilibru termic la tem-
peratura T , atunci sistemul este pe deplin rezolvabil analitic, cu starea asimptotica

σ(∞) =


1
2 coth

ω1
2kT 0 0 0

0 1
2 coth

ω1
2kT 0

0 0 1
2 coth

ω2
2kT 0

0 0 0 1
2 coth

ω2
2kT

 . (3.34)

Astfel, dacă ne limităm la stări de pornire non-produs, putem defini o măsură
analogă cu discordul geometric:

D(σ(t)) = d(σ(t),Λ∞
T σ(t)). (3.35)

Restrict,ia este necesară deoarece, în general, stările non-discord nu formează o
mult,ime convexă.

Cantitatea D(σ) din ecuat,ia (3.35) este totus, i mai asemănătoare cu informat,ia
mutuală cuantică, deoarece măsuram de fapt prezent,a tuturor corelat,iilor, cla-
sice s, i cuantice. Dacă dorim o cantitate complet analogă cu discordul cuantic,
ar trebui să scădem o măsură a corelat,iilor clasice din sistem. În forma bloc, cu
reprezentarea matricii de covariant, ă a unei stări bipartite σ

σ =

(
A C
CT B

)
, (3.36)
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submatricea C cont,ine informaţia despre toate corelat,iile cuantice dintre cele două
moduri. Matricea de covariant, ă σ⊗ = A ⊕ B reprezentând starea produsului
ρ⊗ = ρA ⊗ ρB este pe deplin corelată clasic, sau sub formă de matrice bloc

σ⊗ =

(
A 0
0 B

)
. (3.37)

Prin urmare, putem concluziona că un adevărat analog al discordului cuantic poate
fi obt,inut prin extinderea ecuat,iei (3.35) pentru a include evolut,ia corelat,iilor cla-
sice similare cu cantitatea J(σ) din discordul entropic De(σ) = I(σ) − J(σ),
astfel încât

D(σ(t)) = d(σ(t),Λ∞
T σ(t))− d(σ⊗(t),Λ

∞
T σ⊗(t)). (3.38)

Pentru a reprezenta grafic evolut,ia sistemului sub influent,a băii termale, vom
lua distant,a Bures ca alegere pentru d(ρ1, ρ2), datorită relat,iei sale directe cu fi-
delitatea care este omniprezentă în mecanica cuantică:

d(ρ1, ρ2) = 2− 2
√

F(ρ1, ρ2) = 2− 2||√ρ1
√
ρ2||1, (3.39)

unde F este fidelitatea Uhlmann√
F(ρ1, ρ2) = ||√ρ1

√
ρ2||1 = tr

√√
ρ2ρ1

√
ρ2. (3.40)

În Fig. 3.4, reprezentăm grafic evolut,ia formulei „eronate” din ecuat,ia (3.35)
s, i o comparăm cu evolut,ia discordului entropic pentru aceias, i parametri de sis-
tem. Deoarece corelat,iile clasice nu au fost eliminate din sistem, vedem că acesta
are un drop-off mult mai mic s, i o dimensiune mult mai mare. În Fig. 3.5 este
reprezentată evoluţia discordului asimptotic (în forma finală) în comparaţie cu
celelalte măsuri propuse pentru discord.
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(a) Informaţia mutuala D(t, T ) pentru ω1 = 1, ω2 = 1, n1 = 1, n2 =
1, r = 0.5 şi λ = 0.1.

(b) Discordul entropic De(t, T ) pentru ω1 = 1, ω2 = 1, n1 = 1, n2 =
1, r = 0.5 şi λ = 0.1.

Figura 3.4: Comparat,ie între informat,ia mutuală cuantică interpretată eronat
ca discord (sus) s, i discordul entropic (jos) pentru aceias, i parametri de model.
Nepotrivirea provine din prezent,a corelat,iilor clasice în graficul de sus.
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(a) Discordul asimptotic D(t, T ) pentru ω1 = 1, ω2 = 1.5, n1 = 1, n2 =
1, r = 0.9 şi λ = 0.1.

(b) Discordul entropic ED(t, T ) pentru
ω1 = 1, ω2 = 1.5, n1 = 1, n2 = 1, r = 0.9
şi λ = 0.1.

(c) Discordul geometric GD(t, T ) pentru
ω1 = 1, ω2 = 1.5, n1 = 1, n2 = 1, r = 0.9
şi λ = 0.1.

Figura 3.5: Comparat,ie între discordul asimptotic (sus), discordul entropic (stânga
jos) s, i discordul geometric (dreapta jos) pentru aceias, i parametri de model.
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4
Teoria Resurselor

Discordul cuantic a dovedit că există corelat,ii cuantice dincolo de entangle-
ment, prin urmare a început o cursă pentru a găsi alte proprietăt,i non-clasice. Cea
mai de succes abordare a fost din perspectiva teoriei resurselor [5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]. Prin limitarea operat,iilor permise pe un
sistem cuantic, anumite proprietăt,i ale sistemului pot fi tratate ca resurse pentru
protocoalele informat,ionale.

În cazul entanglementului, pentru a-l vedea ca o resursă, trebuie mai întâi să
definim stările care nu au entanglement. Acestea sunt stările separabile s, i împre-
ună formează as, a-numitul set de stări libere F . O altă cerint, ă este definirea setului
de operat,ii libere FO, care nu necesită nicio resursă pentru a fi efectuate. În cazul
nostru, acestea sunt Operat,iile Locale s, i Comunicarea Clasică (LOCC). În final,
este necesară cel put,in o măsură adecvată pentru cantitatea de resursă dintr-o stare
(D(ρ)). În general, aceasta ia forma unei pseudo-distant,e, ceea ce înseamnă că
este nenegativă s, i contractivă. Exemplele includ negativitatea s, i forma sa logarit-
mică, entropia relativă etc.

Formal, orice teorie a resurselor este matematic o categorie monoidală simet-
rică [9]. O preordine asociată face posibilă definirea de măsuri pentru resurse,
des, i preordinea în sine este mai fundamentală. În general, preordinea nu poate
fi dedusă dintr-o singură măsură. Pentru aplicat,iile de informat,ie cuantică, sunt
impuse condit,ii suplimentare, cum ar fi restrict,ionarea operat,iilor permise la apli-
catii de păstrare a urmelor complet pozitive (CPTP), restrict,ii asupra setului de
stări (spat,ii Hilbert), etc. [18, 17]. Condit,ii suplimentare ajută la modelarea mai
bună a sistemelor complexe, cu toate acestea, caracteristicile de bază ale teoriei
resurselor rămân neschimbate.

Un cadru matematic puternic se bazează pe aplicaţii matematice care distrug
resurse prezente intr-un sistem: Resource Destroying Maps (RDMs) [19]. Un
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RDM lasă stările libere neschimbate s, i duce stările cu resurse în setul liber F . i.e.
o aplicaţie λ este un RDM dacă, act,ionând asupra spat,iului total de stări S duce
stările cu resurse în stări libere s, i lasă stările libere neschimbate [19]:

Dacă ρ /∈ F : λρ ∈ F sau (4.1)
dacă ρ ∈ F : λρ = ρ. (4.2)

Prin urmare o aplicaţie λ este RDM dacă şi numai dacă :

∀ρ ∈ S : λλρ = λρ. (4.3)

Cu alte cuvinte, stările libere sunt punctele fixe ale lui λ atunci când act,ionează
asupra S. Un RDM defines, te o resursă, prin partit,ionarea unui set total de stări S
în stări libere F s, i stări de resurse R:

F = {λρ | ρ ∈ S}, (4.4)
R = S\F. (4.5)

Setul de operat,ii libere Fo poate fi generat din setul de operat,ii care comută cu
RDM. Astfel, pentru orice teorie a resurselor în care operat,iile libere comută cu
RDM-ul λ, poate fi definită o clasă de monotoane us, or de calculat care evită opti-
mizările. Anume luând ca măsură µ a resursei prezente ın ρ distant,a până la starea
liberă asociată prin acţiunea RDM-lui λ pe ρ:

µ(ρ) = d(ρ, λρ). (4.6)

4.1 Coerenţa Cuantică

Des, i este un element de bază al fizicii, coerent,a nu a fost propusă decât re-
cent ca o măsură a corelat,iilor cuantice. În mecanica cuantică, coerent,a este
strâns legată de conceptul de superpoziţie. Prezent,a coerent,ei într-un sistem este
o condit,ie necesară pentru orice tip de corelat,ii neclasice.

Studiul coerent,ei cuantice a fost un subiect de cercetare intensă, deoarece
înt,elegerea principiilor care stau la baza care guvernează coerent,a este esent,ială
pentru dezvoltarea tehnologiilor cuantice ın practică. Una dintre provocările cheie
în ment,inerea coerent,ei cuantice este susceptibilitatea sistemelor cuantice la zgo-
motul ambiental s, i decoerent,a.

O aplicat,ie a teoriei resurselor este descrierea s, i cuantificarea coerent,ei cuan-
tice, în special în sisteme deschise. În acest scop, au fost propuse mai multe
abordări s, i măsuri pentru cuantificarea coerent,ei [6, 8, 19, 28, 30, 60, 61, 62].



4.1. COERENŢA CUANTICĂ 29

(a) Entropia relativă a coerenţei C(t, T )
pentru ω1 = 1, ω2 = 0.5, n1 = 0.5, n2 = 1,
λ = 0.1 şi r = 0.5.

(b) Entropia relativă a coerenţei C(t, T )
pentru ω1 = 1, ω2 = 1, n1 = 1, n2 = 1,
λ = 0.1 şi r = 0.5.

(c) Entropia relativă a coerenţei C(t, T )
pentru ω1 = 1, ω2 = 0.5, n1 = 1, n2 = 2,
λ = 0.1 şi r = 1.

(d) Entropia relativă a coerenţei C(t, T )
pentru ω1 = 1, ω2 = 1.5, n1 = 1, n2 = 2,
λ = 0.1 şi r = 0.5.

Figura 4.1: Evoluţia entropiei relative a coerenţei într-un sistem deschis.

Prima abordare a coerent,ei cuantice folosind teoria resurselor este bazată pe
conceptul de entropie relativă:

C(ρ) = S(δρ)− S(ρ), (4.7)

unde δρ este cea mai apropiată stare gaussiana in echilibru cu baia termală [60].
Evolut,ia lui C este ilustrată în Fig. 4.1a, 4.1b, 4.1c s, i 4.1d [65]. După cum se

vede, are valori finite s, i scade asimptotic la zero în timp sub efectul băii termale.
Nu este strict monotonă, este doar limita superioară a coerent,ei deoarece căutam
cea mai apropiată stare termică gaussiană s, i nu una incoerentă în general. Dacă
parametrul de squeezing r este zero, atunci C este de asemenea zero, as, a cum era
de as, teptat.
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Definit,ia anterioară pentru coerent,a cuantică oferă în practică doar o limită
superioară a cantităt,ii efective prezente în sistem. Există o modalitate de a descrie
cantitatea reală prin utilizarea RDM în contextul teoriei resurselor. De fapt, prima
aplicat,ie propusă a RDM-urilor a fost pentru descrierea coerent,ei cuantice [19].

Putem defini o aplicaţie Γ care induce decoerent, ă, astfel încât act,ionând asupra
stării ρ dă

Γρ ≡ ρA ⊗ ρB, (4.8)

cu operatorul asociat în spaţiul matricilor de covarianţă

Γσ = A⊕B. (4.9)

Este diferit de cazul discordului, unde am avut σA s, i σB ca rezultate ale unui
GPOVM care act,ionează pe un subsistem. Aici, subsistemele sunt reprezentate
direct ca starea totală redusă ρ după urma part,ială peste unul dintre subsisteme,
adică ρA = trB ρ s, i ρB = trA ρ. Acesta este un caz mult mai simplu, care
evită orice problemă de optimizare. Act,iunea lui Γ este simplă, iar rezultatele
sunt întotdeauna corelate doar clasic, deci stări libere pentru corelat,iile cuantice
dintre subsisteme. Stările libere de coerent, ă cuantică se numesc stări incoerente.

De asemenea
Γ2ρ = Γρ, (4.10)

prin urmare Γ este un RDM pentru această resursa. După cum am văzut anterior,
diferent,a de la o stare la forma sa diagonală este definită ca fiind coerent,a cuantică.
Acesta este un mod mult mai simplu de a caracteriza coerent,a, mai mult, oferă o
definit,ie corectă, nu doar o limită superioară. Prin urmare putem defini coerenţa
cuantica folosind Γ ca RDM:

C(σ(t)) = d(σ(t), Γσ(t)), (4.11)

unde d este orice distanţă contractivă, în cazul nostru distanţa Bures.
După cum putem vedea din Fig. 4.2, coerent,a cuantică cu RDM are o evolut,ie

asimptotică monotonă, fără oscilat,ii, as, a cum este de as, teaptat de la o măsură de
corelat,ie adecvată care descrie o evolut,ie a unui sistem deschis markovian sub
influenţa unui mediu, folosind subsisteme independente (necuplate).
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Figura 4.2: Coerent,a cuantică cu RDM C(t, T ) pentru ω1 = 1, ω2 = 1.5, n1 = 1,
n2 = 1, r = 0.9 şi λ = 0.1.

Acesta este tot spat,iul explorat în literatura de specialitate cu privire la corelat,iile
generale în sistemele deschise cuantice. Coerent,a cuantică este considerată cea
mai mare clasă de corelat,ii cuantice, existent,a ei este o condit,ie necesară pentru
prezent,a tuturor celorlalte corelat,ii cuantice. După cum vom vedea în capitolul
următor, există, totus, i, o clasă mai mare care cuprinde toate corelat,iile (clasice s, i
cuantice) s, i care oferă o limită superioară operat,ională pentru orice fel de corelat,ii
utile în scopul calcului s, i informat,iei cuantice.
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5
Informaţia Liberă

Alternativ, „Informat,ia liberă în sistemele deschise gaussiene” ar fi putut fi
titlul acestei teze. Mi-am propus să explorez natura corelat,iilor în sistemele de-
schise s, i aceasta este ceea ce am găsit în final. Termenul „informat,ie liberă” este
analog cu energia liberă. Dacă energia liberă Helmholtz este cantitatea de energie
care poate fi extrasă dintr-un sistem înainte ca acesta să ajungă la echilibru, atunci
informat,ia liberă gaussiană este cantitatea de informat,ie care poate fi extrasă dintr-
un sistem deschis gaussian înainte de a ajunge la echilibru.

Arătăm că pe orice spat,iu compact de stări poate fi definită o clasă de teorii de
resurse generate de RDM-uri, unde mult,imea stărilor libere are un singur element.
Acestea formează fibre în sens matematic, iar fasciculul de fibre generat de ele
formează o teorie completă a resurselor. Având în vedere că natura setului de
stări nu este centrală pentru teoria resurselor cuantice [18], acest caz simplu, dar
motivat fizic, ar putea găsi o gamă largă de aplicabilitate.

Orice teorie a resurselor definită pe un spat,iu de stări S are următoarele com-
ponente: un set de stări libere F , un set de stări de resurse S\F s, i un set de operat,ii
libere Fo. Atunci când operat,iile libere sunt aplicate unei stări, resursa cont,inută
în aceasta scade sau rămâne aceeas, i. Setul de stări libere este alcătuit din toate
stările care nu cont,in nici o resursă.

Sistemele deschise generate de semigrupuri dinamice au o contract,ie naturală
încorporată în ele. Evolut,ia în timp a unui sistem deschis este descrisă de aplicaţia
ϕt. Mult,imea

Φ = {ϕt | t ≥ 0}

formează un semigrup deoarece aplicaţia ϕ este asociativă:

ϕtϕs = ϕt+s.

33
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Aplicaţia ϕ∞ este un RDM, deoarece

ϕ∞ϕ∞ρ = ϕ∞ρ,

iar
d(ρ, ϕ∞ρ)

este măsura sa de resurse. Aceasta este o limită superioară a tuturor corelat,iilor
şi implicit a informaţiei disponibile pentru a fi extrasă din sistem. Putem numi
această resursă informat,ie liberă, similară cu energia liberă, deoarece este o can-
titate disponibilă pentru a fi utilizată în sens practic sau operat,ional.

Propoziţie 1 Orice spat,iu metric compact (S, d) care are cel put,in o aplicaţie
(non-trivială) ne-expansivă ϕ pentru acea metrică are cel put,in o resursă

(S, d, Fo = {ϕt}).

Metrica d defines, te o măsură a resursei prin expresia generală

µ(ρ) = inf
F

d(ρ, ρF )

s, i
Fo = {ϕ : S 7→ S | d(ϕρ1, ϕρ2) ≤ d(ρ1, ρ2), ρ1, ρ2 ∈ S}

este setul maxim de operat,ii libere. Teoria poate fi rafinată în continuare prin
limite ale setului de stări (Banach, Hilbert etc.) s, i operat,ii libere. Aplicaţiile ϕt

sunt generate de iterat,ia
ϕt = ϕt ≡ ϕt

1, (5.1)

unde produsul este operatorul de compozit,ie ϕtϕs ≡ ϕt ◦ ϕs.

Propoziţie 2 Orice aplicaţie ne-expansivă pe o stare a unui spat,iu compact este
o operat,ie liberă pentru orice resursă din acel spat,iu.

Prin definit,ie, o operat,ie liberă este o operat,ie care nu cres, te resursele, deci o
aplicaţie ne-expansivă pentru măsura resurselor. În special, operatorul identitate 1
este întotdeauna o operat,ie liberă pentru orice resursă din orice sistem. O versiune
mai puternică a acestei afirmat,ii poate fi dată cu aplicaţii contractive:

Propoziţie 3 Orice aplicaţie contractivă ϕ s, i toate iterat,iile sale finite ϕn sunt
operat,ii libere pentru orice resursă măsurată prin metrica asociată d pe starea
spat,iului (S, d).
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În multe cazuri o teorie a resurselor definită cu un RDM are mulţimea de stări
libere cu un singur element ||F || = 1. În acest caz teoria resurselor cont,ine o sin-
gură familie s, i o numim teorie trivială a resurselor (TRT). Prin limitarea mulţimii
de stări libere la un singur element, toate restrict,iile cauzate de topologia lui F
sunt evitate. Mulţimile de un element sunt convexe, afine etc. prin convent,ie (dar
nu continue). Deoarece există o singură stare liberă, teoria resurselor este com-
pusă dintr-o singură familie care cont,ine fibra resursă s, i elementul liber. Fiecare
fibră este o mulţime strict ordonată, pot exista totus, i elemente cu aceeas, i mă-
sură de resurse în întregul fascicul (mulţimea stărilor cu resurse este preordonată).
După cum vom vedea, în multe cazuri, aceste familii pot fi luate împreună pentru
a forma o teorie a resurselor mai complexă.

Propoziţie 4 Orice operat,ie contractivă (sau subcontractivă) ϕ pe un spat,iu met-
ric compact şi complet (S, d) defines, te o TRT cu iterat,ia ϕ∞ ca RDM.

Aceasta decurge direct din teorema lui Banach pentru puncte fixe. Fie ϕ o contract,ie
pe (S, d), atunci

lim
n→∞

ϕn ≡ ϕ∞ (5.2)

este un RDM deoarece
ϕ∞ϕ∞ρ = ϕ∞ρ. (5.3)

Rezultă că,
∀ρ ∈ S : µ(ρ) ≡ d(ρ, ϕ∞ρ) (5.4)

este o măsură pentru resurse. Inversa este de asemenea adevărată: orice sistem
fizic cu o stare de echilibru Gibbs ρF (punct fix) are o metrică contractivă d. Prin
urmare, există cel put,in o operat,ie contractivă ϕ astfel încât

∀ρ ∈ S : ϕ∞ρ = ρF (5.5)

şi deci un monoton pentru resurse µ(ρ) = d(ρ, ρF ).

Ecuat,ia master GKLS este echivalentă cu un canal gaussian cu pierderi Λt
T

pentru o anumită temperatură T :

σ(t) = Λt
Tσ(0). (5.6)

Atunci, putem sa prezentăm un caz în care TRT ajută la definirea unei resurse cu
RDM în sistemele deschise gaussiene. Stările gaussiene nu formează o mult,ime
convexă, prin urmare, găsirea unui RDM care este s, i un canal nu este simplă.
Putem evita această problemă folosind o TRT în care diferitele izoterme ΛT formează
familii de resurse cu Λ∞

T ca RDM pentru fiecare. Această resursă poate fi interpre-
tată ca informat,ia liberă disponibilă în sistem. Mai precis, este proport,ională cu
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cantitatea de lucru mecanic care poate fi extras din sistem la o temperatură dată,
înainte ca sistemul să ajungă la echilibru:

µ(σ(t)) = d(σ(t),Λ∞
T σ(t)). (5.7)

Deoarece µ(σ(t)) pare a fi o limită superioară pentru toate resursele din sistem
care ar putea fi exploatate, pare a fi analoagă cu informat,ia mutuală cuantică.
Este de fapt mai asemănătoare cu coerent,a cuantică care se schimbă cu schim-
barea bazei s, i nu este o proprietate obiectivă a sistemului. În cazul nostru µ(σ(t))
depinde de izoterma aleasă ΛT .

În Fig. 5.1 prezentăm evolut,ia informat,iei libere I în funct,ie de timp s, i tem-
peratură [68]. I are valori finite s, i scade asimptotic la zero în timp sub efectul
băii termale, ca toate celelalte măsuri de corelat,ie. Cu toate acestea, în acest caz,
baia termală este motorul acestei resurse. Acesta arată cantitatea de lucru mecanic
care poate fi extras din sistem până când acesta ajunge la echilibru. Putem spune
că e proporţională cu timpul cât ar funct,iona un motor Szilard până când „arde”
tot combustibilul informaţional din sistem. Având în vedere că un motor Szilard
funcţionează cu informat,ie, putem deduce în mod natural că aceasta este o măsură
a cantităt,ii de informat,ie accesibilă prezentă în sistem.

Figura 5.1: Informatia liberă I(t, T ) pentru ω1 = 1, ω2 = 1.5, n1, n2 = 1,
r = 0.9 şi λ = 0.1.



6
Concluzii

În această teză am studiat structura s, i evolut,ia corelat,iilor cuantice prezente
în sistemele cuantice deschise. Am văzut că există corelat,ii cuantice dincolo de
entanglement, care sunt în prezent explorate amănunt,it de comunitatea teoriei in-
formaţiei cuantice. În particular, am analizat evolut,ia entanglementului, discordu-
lui s, i coerent,ei cuantice în sistemele deschise gaussiene s, i am extins interpretările
geometrice ale corelat,iilor cuantice.

Init,ial, discordul geometric a fost propus ca distant,a minimă până la o stare
produs folosind norma Hilbert-Schmidt. Toate calculele au fost limitate la sub-
clasa stărilor termice gaussiene datorită simplităt,ii lor matematice. Am luat această
măsură geometrică propusă s, i am extins aplicarea ei la stările generale gaussiene
care evoluează în prezent,a unui mediu. În acest sens, am văzut că orice măsură
trebuie să fie contractivă s, i că acest lucru se justifică în cadrul teoriei resurselor.
Distant,a Hellinger s-a dovedit a fi o măsură mai bună pentru discordul geometric,
dat fiind că permite o solut,ie analitică a problemei de optimizare.

Am propus o cuantificare alternativă la discord în regimul asimptotic care
evită cu totul problema de optimizare. S-a dovedit că această abordare se pretează
la generalizare în cadrul teoriei resurselor, în special în contextul aplicaţiilor care
distrug resursele prezente intr-un sistem. Adăugarea acestui cadru matematic rig-
uros la teoria resurselor a condus direct la cuantificarea coerent,ei folosindu-se de
încercările anterioare de a aplica teoria resurselor la conceptul de superpoziţie.

Entropia relativă a fost folosită ca o măsură pentru coerent,a cuantică s, i am
arătat că evolut,ia sa într-un sistem gaussian deschis nu este în concordant, ă cu
aproximarea markoviană, ceea ce înseamnă că poate fi doar o limită superioară a
oricărei măsurători de coerent, ă. Acest lucru rezultă din faptul că entropia relativă
nu este o metrică adecvată deoarece nu este contractivă. Am propus ca măsură
pentru coerent, ă distant,a Bures de la o stare la forma sa incoerentă s, i am calculat
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evolut,ia sa într-un sistem cuantic deschis.
Într-un mod similar, am arătat că distant,a de la o stare la starea sa de echilibru

final oferă o măsură pentru cantitatea maximă de informat,ie utilă prezentă într-
un sistem. Am numit această măsură informat,ie liberă în analogie cu conceptul
de energie liberă. Aceasta este o măsură operat,ională, în sensul că se modifică
o dată cu alegerea act,iunii asupra sistemului, similar modului în care coerent,a se
schimbă cu alegerea bazei. Am calculat evolut,ia sa în timp unde act,iunea asupra
sistemului era expunerea sa la o baie termală.

Rezultatele privind informat,ia liberă sunt us, or generalizabile prin relaxarea
condit,iilor pe metrică sau asupra a ceea ce constituie o operat,ie. În această teză ne-
am limitat la elementele de bază s, i am oferit o aplicat,ie în cadrul teoriei sistemelor
cuantice deschise.

În Fig. 6.1 putem vedea o comparat,ie între toate măsurile pentru corelat,iile
cuantice studiate în teză. Această imagine este realizată pe un sistem cu aceeas, i
stare init,ială, evoluând sub aceias, i parametri de model.
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(a) Entanglement cuantic (b) Discord entropic

(c) Discord geometric (d) Discord asimptotic

(e) Coerenţă cuantică (f) Informaţie liberă

Figura 6.1: Toate corelat,iile cuantice în funct,ie de timpul t s, i temperatura T pentru două moduri
bosonice cu frecvent,ele ω1 = 1 s, i ω2 = 1.5, numerele medii de fotoni termici n1 = 1 s, i n2 = 1,
coeficientul de amortizare λ = 0.1 s, i parametrul de squeezing . = 0.9
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